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1. Jakie jest prawdopodobieństwo tego, że w nieskończonym ci ↪agu rzutów monet ↪a
kiedyś wypadnie 100 or lów pod rz ↪ad?

2. Liczby a1, a2, ... losujemy z odcinka [a, b] zgodnie z rozk ladem jednostajnym i
niezależnie od siebie. Niech (a1, b1) b ↪edzie dowolnym odcinkiem zawartym w (a, b).
Wykaż, że z prawdopodobieństwem 1 w odcinku tym znajdzie si ↪e któryś z wylosowanych
punktów.

3. Wykonujemy rzuty niesymetryczn ↪a monet ↪a, prawdopodobieństwo wyrzucenia
or la wynosi p. Niech An b ↪edzie zdarzeniem polegaj ↪acym na tym, że do chwili n wy-
pad lo tyle samo or lów, co reszek. Wykaż, że z prawdopodobieństwem 1 zachodzi tylko
skończenie wiele zdarzeń An.

4. W ci ↪agu prób Bernoulliego niech Bn b ↪edzie zdarzeniem, że seria n kolejnych
sukcesów zachodzi mi ↪edzy próbami o numerach 2n i 2n+1. Udowodnić, że jeżeli p ≥ 1

2 ,
to z prawdopodobieństwem 1 zachodzi nieskończenie wiele zdarzeń Bn. Jeżeli p < 1

2 , to
z prawdopodobieństwem 1 zachodzi tylko skończenie wiele zdarzeń Bn.

5. Mamy nieskończenie wiele kartek ponumerowanych 1, 2, ... W chwili n (n =
1, 2, ...) wybieramy pomiedzy: liczb ↪a n2 (z prawdopodobieństwem 1/n2) albo liczb ↪a
1/n2 (z prawdopodobieństwem 1− 1

n2 ). Poszczególne wybory s ↪a niezależne. Wylosowan ↪a
liczb ↪e zapisujemy na n−tej kartce. Jakie jest prawdopodobieństwo tego, że suma liczb
zapisanych na wszystkich kartkach jest skończona?

6. Na przestrzeni probabilistycznej Ω = [0, 1], F = B([0, 1]), P = | · | określamy:
X(ω) = ω(1− ω), Y (ω) = 1[0, 1

2
](ω).

(a) Wykaż, że X i Y s ↪a zmiennymi losowymi.
(b) Wyznacz σ−cia la σ(X) i σ(Y ).
(c) Czy zmienna losowa Y jest σ(X) mierzalna? A odwrotnie?
(d) Wyznacz dystrybuant ↪e zmiennej losowej X.
(e) Podaj przyk lad zmiennej losowej Z określonej na tej samej przestrzeni probabili-

stycznej, o takiej samej dystrybuancie jak X (a wi ↪ec o takim samym rozk ladzie jak X),
dla której σ(Z) = B([0, 1]).

7. X1, X2, ..., Xn s ↪a rzeczywistymi zmiennymi losowymi, Yk = X1 + ... + Xk, k =
1, 2, ..., n. Wykaż, że σ(X1, X2, ..., Xn) = σ(Y1, Y2, ..., Yn).

8. W urnie znajduje si ↪e N kul ponumerowanych 1, ..., N. Losujemy
(a) bez zwracania,
(b) ze zwracaniem

próbk ↪e o liczności n. Oznaczmy przez η najwiekszy spośrod numerów kul w tej próbce, a
przez ξ – najmniejszy spośród wylosowanych numerów kul. Znaleźć rozk lady zmiennych
losowych η i ξ.

9. Patyk d lugości 1 metra  lamiemy w losowym punkcie, a uzyskane krótsze patyki
traktujemy jako dwa z boków prostok ↪ata (tzn. dok ladamy jeszcze dwa patyki o takich
samych d lugościach). Niech R oznacza pole tego prostok ↪ata. Wyznacz rozk lad zmiennej
losowej R (czyli jej dystrybuant ↪e).



10. Bia ly i żó lty motyl z loży ly niezależnie od siebie pewn ↪a ilość jajeczek. Liczba
jajeczek z lożonych przez bia lego motyla ma rozk lad Poissona z parametrem λ > 0, a
przez żó ltego motyla - rozk lad Poissona z parametrem µ > 0 (nie zak ladamy, że λ = µ).

(a) Jaki rozk lad ma  l ↪aczna liczba jajeczek z lożonych przez oba motyle?
(b) Wiadomo, że motyle z loży ly  l ↪acznie n jajeczek, n ≥ 0. Jakie jest prawdopodo-

bieństwo tego, że żó lty motyl z loży l dok ladnie k jajeczek, k = 0, 1, ...?
11. Zmienna losowa X ma rozklad o dystrybuancie

F (t) =


0 dla t < −3,
1/4 dla − 3 ≤ t < 2,
2/3 dla 2 ≤ t < 3,
1 dla t ≥ 3.

Wyznacz: P [X < −3], P [X ∈ (−2, 2)], P [X ≤ 3], P [X ≥ 1].
12. Skonstruuj taki rozk lad prawdopodobieństwa µ, którego dystrybuanta posiada

skok (równoważnie: rozk lad posiada atom) wewn ↪atrz każdego odcinka (a, b) ⊂ R.
13. Niech T oznacza czas oczekiwania na I sukces w schemacie Bernoulliego z para-

metrem p ∈ (0, 1) (zmienna o rozk ladzie geometrycznym).
(a) Wyznacz dystrybuant ↪e zmiennej losowej T.
(b) Pokaż, że dla dowolnych n,m ∈ Z+ mamy P(T > m+ n|T > m) = P(T > n).

14. Rzeczywista zmienna losowa X ma t ↪e w lasność, że X i X2 s ↪a jednakowo
roz lożone. Pokaż, że X może przyjmować tylko wartości 0 lub 1 (tzn. P(X ∈ {0, 1}) =
1).

15. Niech F : R→ [0, 1] b ↪edzie funkcj ↪a, spe lniaj ↪ac ↪a w lasności dystrybuanty (niema-
lej ↪aca, prawostronnie ci ↪ag la, limt→−∞ F (t) = 0, limt→∞ F (t) = 1). Definiujemy funkcj ↪e
X : [0, 1] → R za pomoc ↪a wzoru: X(s) = sup{u ∈ R : F (u) < s}. Pokazać, że dla
X, traktowanej jako zmienna losowa na przestrzeni probabilistycznej ([0, 1],B(0, 1), | · |),
zachodzi FX = F.

16. Niech X b ↪edzie dowoln ↪a zmienn ↪a losow ↪a, a FX – jej dystrybuant ↪a. Wyznaczyć
rozk lad (dystrybuant ↪e) zmiennej losowej FX(X).


