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1. Jakie jest prawdopodobiernistwo tego, ze w nieskoniczonym ciagu rzutéw moneta
kiedys$ wypadnie 100 ortéw pod rzad?

2. Liczby aq,as, ... losujemy z odcinka [a,b] zgodnie z rozkladem jednostajnym i
niezaleznie od siebie. Niech (a1,b;) bedzie dowolnym odcinkiem zawartym w (a,b).
Wykaz, ze z prawdopodobieristwem 1 w odcinku tym znajdzie sie ktérys z wylosowanych
punktéw.

3. Wykonujemy rzuty niesymetryczna moneta, prawdopodobienistwo wyrzucenia
orta wynosi p. Niech A, bedzie zdarzeniem polegajacym na tym, ze do chwili n wy-
padto tyle samo ortéw, co reszek. Wykaz, ze z prawdopodobiefistwem 1 zachodzi tylko
skonczenie wiele zdarzen A,,.

4. W ciagu préb Bernoulliego niech B,, bedzie zdarzeniem, ze seria n kolejnych
sukceséw zachodzi miedzy prébami o numerach 27 i 2"+, Udowodnié, ze jezeli p > 1,
to z prawdopodobienistwem 1 zachodzi nieskoniczenie wiele zdarzen B,,. Jezeli p < %, to
z prawdopodobienstwem 1 zachodzi tylko skonczenie wiele zdarzen B,,.

5. Mamy nieskoriczenie wiele kartek ponumerowanych 1,2,... W chwili n (n =
1,2,...) wybieramy pomiedzy: liczba n? (z prawdopodobienstwem 1/n?) albo liczba
1/n? (z prawdopodobienstwem 1— n%) Poszczegdlne wybory sa niezalezne. Wylosowana
liczbe zapisujemy na n—tej kartce. Jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze suma liczb
zapisanych na wszystkich kartkach jest skonczona?

6. Na przestrzeni probabilistycznej Q = [0,1], F = B([0,1]), P = | - | okreslamy:
X(w)=w(l-w), Y(w) = 1[0’%](w).

a) Wykaz, ze X 1Y sa zmiennymi losowymi.

b) Wyznacz oc—ciala o(X) i o(Y).

¢) Czy zmienna losowa Y jest o(X) mierzalna? A odwrotnie?
d) Wyznacz dystrybuante zmiennej losowej X.

(e) Podaj przyktad zmiennej losowej Z okreslonej na tej samej przestrzeni probabili-
stycznej, o takiej samej dystrybuancie jak X (a wiec o takim samym rozkladzie jak X),
dla ktérej o(Z) = B([0, 1]).

7. X1, Xo,..., X, sa rzeczywistymi zmiennymi losowymi, Y, = X1 + ... + X, k =
1, 2, ceey T Wykaz, ze O'(Xl, XQ, ceey Xn) = O'(Yl, YQ, ceey Yn)

8. W urnie znajduje sie N kul ponumerowanych 1, ..., N. Losujemy

(a) bez zwracania,

(b) ze zwracaniem
probke o licznosci n. Oznaczmy przez n najwiekszy sposrod numerdw kul w tej prébcee, a
przez & — najmniejszy sposréd wylosowanych numeréw kul. Znalezé rozktady zmiennych
losowych 7 i &.
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9. Patyk dlugosci 1 metra tamiemy w losowym punkcie, a uzyskane krétsze patyki
traktujemy jako dwa z bokéw prostokata (tzn. doktadamy jeszcze dwa patyki o takich
samych dlugosciach). Niech R oznacza pole tego prostokata. Wyznacz rozktad zmiennej
losowej R (czyli jej dystrybuante).



10. Bialy i zéity motyl zlozyly niezaleznie od siebie pewna ilo$¢ jajeczek. Liczba
jajeczek zlozonych przez bialego motyla ma rozkiad Poissona z parametrem A > 0, a
przez z6tego motyla - rozklad Poissona z parametrem p > 0 (nie zaktadamy, ze X = ).

(a) Jaki rozkltad ma laczna liczba jajeczek zlozonych przez oba motyle?

(b) Wiadomo, ze motyle zlozyly tacznie n jajeczek, n > 0. Jakie jest prawdopodo-
bienstwo tego, ze z6tty motyl ztozyt dokladnie k jajeczek, k =0,1,...7

11. Zmienna losowa X ma rozklad o dystrybuancie

0 dla t < -3,

1/4 dla —3<t<2,
2/3 dla2<t<3,

1 dla t > 3.

F(t) =

Wyznacz: P[X < 3|, P[X € (—2,2)], P[X <3|, P[X >1].
12. Skonstruuj taki rozklad prawdopodobienstwa p, ktérego dystrybuanta posiada
skok (réwnowaznie: rozklad posiada atom) wewnatrz kazdego odcinka (a,b) C R.

13. Niech T oznacza czas oczekiwania na I sukces w schemacie Bernoulliego z para-

metrem p € (0,1) (zmienna o rozkladzie geometrycznym).
(a) Wyznacz dystrybuante zmiennej losowej 7.
(b) Pokaz, ze dla dowolnych n,m € Z; mamy P(T > m +n|T > m) = P(T > n).

14. Rzeczywista zmienna losowa X ma te wlasno$é, ze X i X? sa jednakowo
roztozone. Pokaz, ze X moze przyjmowaé tylko wartosci 0 lub 1 (tzn. P(X € {0,1}) =
1).

15. Niech F': R — [0, 1] bedzie funkcja, spelniajaca wlasnosci dystrybuanty (niema-
lejaca, prawostronnie ciagla, lim;—,_ F'(t) = 0, limy—,o F'(t) = 1). Definiujemy funkcje
X :[0,1] — R za pomoca wzoru: X(s) = sup{u € R : F(u) < s}. Pokazaé, ze dla
X, traktowanej jako zmienna losowa na przestrzeni probabilistycznej ([0, 1], B(0,1),]-|),
zachodzi Fxy = F.

16. Niech X bedzie dowolna zmienng losowa, a Fx — jej dystrybuanta. Wyznaczy¢
rozklad (dystrybuante) zmiennej losowej F'x (X).



