
Zadania na czwart ↪a kartkówk ↪e

1. Ci ↪ag zmiennych losowych (Xn) zbiega wed lug prawdopodobieństwa do zmiennej
losowej stale równej π. Wykazać, że ci ↪ag sinXn zbiega wed lug prawdopodobieństwa do
0.

2. Zmienne losowe Xn s ↪a niezależne, przy czym dla n = 1, 2, ... zmienna Xn ma
rozk lad jednostajny na [−n, n]. Dla jakich p > 0 szereg

∑∞
n=1

Xn
np jest zbieżny prawie na

pewno?

3. Dany jest ci ↪ag Xn, n = 2, 3, niezależnych zmiennych losowych, przy czym każda
ze zmiennych Xn ma rozk lad wyk ladniczy z parametrem lnn. Dowieść, że:

(a) ci ↪ag Xn zbiega do zera wed lug prawdopodobieństwa,
(b) ci ↪ag Xn nie zbiega do zera prawie na pewno.

Wskazówka do (b): lemat Borela-Cantelli.

4. Zmienne losowe X1, X2, ... s ↪a niezależne, o nast ↪epuj ↪acych rozk ladach:

P(Xn =
1√
n

) =
1√
n
, P(Xn = 0) = 1− 1√

n
, n = 1, 2, ...

Roztrzygn ↪ać, czy szereg
∑∞

n=1XnXn+1 jest zbieżny prawie na pewno.

5. Dwuwymiarowe zmienne losowe (Xk, Yk) s ↪a niezależne, przy czym (Xk, Yk) ma
rozk lad jednostajny na kole o środku (0, 0) i promieniu k. Zbadać zbieżność ci ↪agu zmien-
nych losowych (gdy n→∞):

1

n

n∑
k=1

1{Xk<Yk}.

6. Dla n = 1, 2, ... zmienna Xn ma rozk lad jednostajny na przedziale [ 1n , 1]. Zmienne
te s ↪a niezależne. Wykazać, że ci ↪ag

X1 + ...+Xn

n
, n = 1, 2, ...

jest zbieżny p.n. i znaleźć jego granic ↪e.

7. Xn jest ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych o wspólnym rozk ladzie jedno-
stajnym na [0, 2]. Wyznaczyć granic ↪e prawdopodobieństw
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<
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.

8. Zmienne losowe Nn maj ↪a rozk lad Poissona z parametrem n. Wykazać, że Nn
n

zbiega do 1 w sensie zbieżności w L1.



9. Rzucamy symetryczn ↪a monet ↪a aż uzyskamy 200 or lów ( l ↪acznie). Jakie jest przy-
bliżone prawdopodobieństwo tego, że musielísmy wykonać wi ↪ecej niż 440 rzutów?

10. W sklepiku szkolnym jest 150 batonów Mars i 75 paczek herbatników Petit
Beurre. Wiadomo, że batoniki ciesz ↪a si ↪e dwukrotnie wi ↪eksz ↪a popularności ↪a niż her-
batniki. Jakie jest prawdopodobieństwo, że spośród 200 dzieci kupuj ↪acych tego dnia
s lodycze, któreś nie dostanie tego rodzaju, które b ↪edzie chcia lo?


