
Zadania na trzeci ↪a kartkówk ↪e

1. Zmienna losowa X ma rozk lad N (0, 1). Prosz ↪e wykazać, że |X| i X
|X| s ↪a nie-

zależnymi zmiennymi losowymi.

2. Zmienne losowe X,Y s ↪a niezależne i każda z nich ma rozk lad wyk ladniczy z
parametrem 1, Exp(1). Prosz ↪e wyznaczyć:

(a) rozk lad zmiennej losowej X
X+Y ,

(b) g ↪estość zmiennej losowej X − Y.

4. Zmienne losowe X,Y s ↪a niezależne i każda z nich ma rozk lad N (0, 1). Prosz ↪e
wykazać, że zmienne losowe Y

X oraz
√
X2 + Y 2 s ↪a niezależne.

5. Zmienna losowa (X,Y ) ma rozk lad o g ↪estości g(x, y) = C · e−x−2y1{0<x<y}.
(a) Wyznacz sta l ↪a C.
(b) Oblicz Cov (X + Y, 2X − Y ).

6. Rzucamy n razy symetryczn ↪a kostk ↪a. Niech X−liczba uzyskanych jedynek,
Y−liczba uzyskanych szóstek. Prosz ↪e wyznaczyć Cov(X,Y ).

7. Zmienne losowe X1, X2, ... s ↪a niezależne i każda z nich ma rozk lad jednostajny
U(0, 1). Definiujemy

τ = inf{n ≥ 1 : X1 + ...+Xn ≥ 1}.

Wyznaczyć rozk lad zmiennej losowej τ oraz Eτ.
Wskazówka. Wygodnie jest wyznaczyć ogony zmiennej losowej τ tj. P(τ ≥ t).
8. Niech α ≥ 1 b ↪edzie ustalone. Dane s ↪a zmienne losowe Nn, n = 1, 2, ..., gdzie

każda z Nn ma rozk lad Poissona z parametrem − log(1− (n+ 1)−α).
(a) Prosz ↪e wykazać, że jeżeli α > 1, to ci ↪ag (Nn) jest zbieżny prawie na pewno.
(b) Prosz ↪e pokazać, że jeżeli α = 1 i zmienne losowe N1, N2, ... s ↪a niezależne, to ci ↪ag

Nn nie jest zbieżny prawie na pewno.

9. X1, X2, ... jest ci ↪agiem niezależnych zmiennych losowych takich, że
X1 ≥ X2 ≥ ... ≥ 0, prawie na pewno. Udowodnij, że jeżeli Xn → 0 wed lug praw-
dopodobieństwa, , to Xn → 0 prawie na pewno.

10. Zmienne losowe Xn s ↪a niezależne, przy czym dla n = 1, 2, ... zmienna Xn ma
rozk lad jednostajny na [−n, n]. Dla jekaich p > 0 szereg

∑∞
n=1

Xn
np jest zbieżny prawie

na pewno?

11. Zmienne losowe Xn s ↪a niezależne, dla n = 1, 2, ... Xn ma rozk lad Poissona z para-
metrem 1

n2 ; natomiast Yn s ↪a zmiennymi losowymi o rozk ladzie N (0, 1
2n ) (nie zak ladamy

niczego o niezależności). K ladziemy Zn = Xn + Yn. Czy szereg
∑∞

n=0 Zn jest zbieżny
p.n.?




