1 Wprowadzenie

Bedziemy rozwiazywaé problem stownika. Dany jest zbior elementow S, kto-
ry jest podzbiorem uniwersum U = {1,. .., |U|}. Nasze zadanie to implemen-
tacja nastepujacych operacji:

1. Lookup(z) — czy = € S?
2. Insert(z) — S :=SU{z}
3. Remove(z) — S := 5\ {z}

Liczba elementow, ktére bedziemy chcieli umiesci¢ w stowniku, bedzie
ograniczona przez n.

2 Haszowanie przez lancuchowanie

Wezmy tablice T'[1...m] oraz funkcje h : U — {1,...,m}. Zwykle m = 2n
lub m = n. Dla kazdego j pozycja T'[j] zawiera liste takich elementéw x € S,
ze h(x) = j. Teraz mozemy zaimplementowaé operacje Lookup, Insert i
Remove na stowniku — dla danego x wykonujemy odpowiednia operacje na
liscie T'[h(z)].

Pozostaje tak wybra¢ funkcje h, aby wszystkie operacje wykonywaly sie
szybko.

Uwaga 2.1. Kazda funkcja h : U — {1,...,m} jest zla, tzn. zlodliwy
przeciwnik, jesli bedzie znal h, moze tak dobieraé¢ elementy wsadzane do
stownika S, ze h(z) = h(y) dla kazdych z,y € S.

Z drugiej strony, funkcje h ,,jednostajne”, tzn. Vy, 4, |h = (u1)| = A~ (u2)],
dziataja dobrze dla losowych danych — taka jednostajna funkcja to na przy-
ktad h(z) =z mod m. Jednak u nas dane nie sa losowe.

Pomystem na poradzenie sobie z tym problemem bedzie losowanie funk-
¢ji haszujacej z pewnego zbioru funkcji — w ten sposéb przeciwnik bedzie
zmuszony sie zabezpieczy¢ przed catym zbiorem funkcji, a to nie bedzie
mozliwe.

Przyktad 2.2. Zalézmy, ze h jest losowana jednostajnie ze zbioru {1,...,m}V.

Odpowiada to wylosowaniu niezaleznie dla kazdego x € U wartosci h(z) €
{1,...,m}. Zauwazmy, ze woéwczas

1 gdy z =y
Plh(x) =h = ’
(h(w) = h(y) { LR
Stad, éredni czas wyszukiwania jest rowny:

" yedyx ¢ S
> 1h(x)=h(y)] = _Ph(x) =h(y)] = { I'yool ayzes.

yeS yeS m

Elh(z)| =E

)



Dla m = Q(n) to wyrazenie jest O(1).

Powstaje jednak pytanie jak szybko wylosowaé taka funkcje oraz ile pa-
mieci potrzeba, aby ja reprezentowaé. Pierwsze, co przychodzi do glowy to
reprezentowanie h jako tablicy T'[1...|U]|] liczb od 1 do m. Jedli jednak
mamy do dyspozycji tyle pamieci (i czasu na inicjalizacje) to nie musimy
uzywacé haszowania — stownik mozemy zaimplementowaé jako tablice bitowa
rozmiaru |U|. Z drugiej strony, jesli naprawde uprzemy sie, zeby h losowaé ze
zbioru wszystkich funkcji, lepsze rozwigzanie nie istnieje: do przechowywania
h potrzebujemy co najmniej |U|lgm bitéw (za pomoca mniej niz |U|lgm
bitéw mozemy reprezentowa¢ mniej niz 2!V18™ = mIUl funkeji, czyli nie
wszystkie).

Zauwazmy, ze w powyzszym przykladzie nie potrzebowaliémy pelnej lo-
sowosci, a jedynie P [h(x) = h(y)] < % dla z # y. Wystarczylaby tez nieza-
lezno$¢ parami i jednostajno$é zmiennych losowych h(z) dla z € U:

Plh(z) =h(y)] = Y. Plhlz)=iAh(y) =i
€{1,...,m}
— Y Fh@ =i BhG =i =m L Lom
€{1,...,m}

2.1 Rodziny (a, k)-uniwersalne i k-niezalezne

Definicja 2.3. Niech H C {1,...,m}Vl. Powiemy, ze H jest rodzing (a, k)-
uniwersalng, gdy jesli wybraliémy losowo h € H (tzn. jednostajnie), to dla

dowolnych parami réznych x1,xo,...,x; € U zachodzi
o
Plh(z1) = h(zs) = ... = h(ax)] < —.

Jedli a = 1, to rodzina jest po prostu k-uniwersalna.

Definicja 2.4. Niech H C {1,...,m}Yl. Powiemy, ze H jest rodzina silnie
k-uniwersalng (lub k-niezalezna), gdy jesli wybraliSmy losowo h € H, to dla
dowolnych parami réznych x1,xo,...,2;r € U i dowolnych yi,y2,...,yr €
{0,...,m — 1} zachodzi

1
Réwnowaznie:
e dla dowolnych parami réznych x1, ...,z € U zmienne losowe h(z1),. .., h(xg)

sg k-niezalezne

e dla dowolnego = € U zmienna losowa h(x) ma rozklad jednostajny,

tzn. Vieqr, . mP [h(z) =] = =

m



Zauwazmy, ze silna uniwersalnos$¢ implikuje zwykla uniwersalnosé.

7 przyktadu wynika, ze dla 2-uniwersalnej rodziny funkcji haszuja-
cych oczekiwany czas operacji Insert, Lookup i Delete jest staly. A jaki jest
pesymistyczny czas?

E [caltkowita liczba kolizji]

n n?
=E { > 1h(x>=h(y)] = Y Ph(z) = h(y)] < <2>% <5

x,YyeSs z,ycS

7 nieréwnosci Markowa

1
P lcalkowita liczba kolizji > <z (1)
m 2
Ustalmy pozycje i € {1,...,m} w tablicy, wtedy
. . ) n? 1
P |liczba kolizji w T[i] > — | < —=.
m 2

Liczba kolizji na liscie T'[7] jest réwna (‘TQ[i]l), a zatem

o2n? 1
P||T]] —1 —_— —.
i -1 22| < L

Tak wiec dla n = ©(m) z prawdopodobienistwem co najmniej % pesymistycz-
ny czas wszystkich operacji wynosi O(y/n). Trzeba przyznaé, ze to stwierdze-
nie niewiele nam méwi. Jesli jednak wezmiemy m = n2, to z nieréwnoéci ()
dostajemy, ze z prawdopodobienstwem co najmniej % nie bedzie zadnych
kolizji. Ten fakt okaze sie kluczowy w kolejnym rozdziale.

2.2 Haszowanie doskonate (Fredman, Komlds, Szemerédi)

Teraz bedziemy rozwazaé tylko statyczny stownik, tzn. najpierw wrzucamy
wszystkie n elementéw, a potem wykonujemy tylko Lookup. Dla danego
zbioru S C U szybko (liniowo) zbudujemy strukture danych, dzieki ktorej
Lookup bedzie zajmowal czas staty.

Faza I Wybrieramy losowa funkcje haszujaca h : U — {1,...,n} z pewnej
2-uniwersalnej rodziny funkcji haszujacych (w punkcie Bl podamy przyktad
takiej rodziny). Na podstawie rozwazan z poprzedniej sekcji, a w szczegdl-
nosci z () dla m = n, mamy wtedy
1

PP [calkowita liczba kolizji w S > n] < 7
Powtarzamy losowanie funkcji haszujacej tak dtugo, az liczba kolizji jest nie
wieksza od n. Rozktad liczby powtdrzen jest zmajoryzowany przez rozktad
geometryczny, wiec oczekiwana liczba powtoérzen jest nie wieksza niz 2, a
zatem oczekiwany czas pierwszej fazy jest O(n).



Faza IT Niech S; = {z € S| h(x) = i}. Zbiory S; stanowia podzial S, tzn.
S=5USU...US,1i85NS5; = () dla ¢ # j. Dla kazdego ¢ = 1,...,n
mamy tablice drugiego poziomu T;[1...|S;|?]. Tablica pierwszego poziomu
T'[i] przechowuje adres tablicy drugiego poziomu T;.

Teraz dla kazdego ¢ = 1,...,n} chcemy przypisaé elementy S; do ko-
mérek w T; tak, aby nie bylo Zadnych kolizji. W tym celu, dla kazdego
i=1,...,n} losujemy dla h; : U — {1,...,|S;|?} z rodziny 2-uniwersjalnej
tak dlugo, az nie ma kolizji. Znowu, wstawiajac do ({Il) n = |S;| oraz m =
|S;|?] otrzymujemy P [jest kolizja dla h;] < % To oznacza, ze $rednio po nie
wiecej niz dwbéch prébach znajdziemy taka funkcje h;, ktéra nie ma koli-
zji. Czas sprawdzenia pojedynczej funkcji h; to O(|S;|?) dla inicjalizacji h;
oraz O(|S;|) dla whaszowania S; i sprawdzenia, czy nie ma kolizji. Tak wigc
oczekiwany czas drugiej fazy to O(3 e, n) 1S;|%).

Analiza Cgzas wyszukiwania to:
e obliczenie h(x),
e obliczenie hy (),
e zajrzenie do Tj(z)[hp(a) (7)]-

Czyli czas wyszukiwania jest pesymistycznie staly.

Na rozmiar struktury sklada sie¢ tablica pierwszego poziomu rozmiaru
O(n) oraz tablice drugiego poziomu rozmiaru O(3 ;cq1,... 0} 1S;|?). Te wiel-
ko$¢ mozna oszacowaé nastepujaco:

YolsPr=2 Y ('S;') +n < 3n, 2)

i€{l,...,n} ie{l,...,n}

poniewaz Zie{l,...,n} (‘g"l) jest catkowita liczba kolizji elementow z S przy
uzyciu funkcji h, a pamietamy, ze h zostala wybrana w taki sposob, ze
liczba kolizji nie przekracza n. Rozmiar jest zatem rzedu O(n).
Oczekiwany czas wykonania pierwszej fazy jest rzedu O(n). Z nieréw-
nosci (2) wynika, ze oczekiwany czas wykonania drugiej fazy réwniez jest

O(n).

3 Konstrukcje rodzin uniwersalnych i niezaleznych

3.1 Rodzina 2-uniwersalna

Niech p bedzie dowolna liczba pierwsza wieksza od |U].
Pokazemy, ze rodzina

H={z~ [(ax +b) modp modm|aec{l,...,p—1},b€{0,...,p—1}},



jest 2-uniwersalna. Wezmy x # y nalezace do U. Oznaczmy
2 := (ax +b) mod p
v = (ay +b) mod p
Dzigki temu, ze p jest pierwsza, Z, jest ciatem, a wigc
ar+b=,ay+b <= r=,v,

czyli zawsze ' £y, box,y € U, a |U| < p.
Pokazemy teraz, ze dla dowolnych i # j ze zbioru {0,...,p—1} zachodzi
1 1
= 7=
pp—1)
a wigc para (2/,y’) jest losowa para uporzadkowana réznych liczb z Z,,. Zbiér
funkcji haszujacych H rozmiaru p(p — 1) jest nasza przestrzenia probabili-

styczna. Ile jest zdarzen elementarnych (funkcji haszujacych h € H, czyli
par (a,b)), takich ze 2’ =i iy’ = j? Kazda taka para (a,b) jest wyznaczona

przez uklad réwnan
ar+b=1
ay+b=17.

Ten uktad ma jednoznaczne rozwiazanie, poniewaz

det[z 1]7&0

(3)

Zatem istnieje dokladnie jedna para sposréd p(p — 1), ktora spelnia uklad
réwnan, zatem () jest udowodnione.
Teraz pokazemy, ze

(4)

1
Plz'=y modm] < —
m

Jesli to zdarzenie zachodzi, to

' =km+r
y =Im+r.

Dla ustalonego 2’ istnieje co najwyzej [ 2] — 1 liczb [ # k, ktére dadza nam
taki 3/, zatem sumujac po wszystkich p mozliwych wartosciach x’ dostajemy

2] pdmol_ g p—1 1
Pl =4 d < [ < —m = = — 5
2=y mo m]\pp(p—l)\ p—1 mp—1) m ©)

Z (@) wynika, ze rodzina H jest rzeczywiscie 2-uniwersalna. Jednak nie jest
ona 2-niezalezna. Nie ma niezaleznosci zmiennych h(z) i h(y) co wynika z (3]).



Poza tym zmienna h(z) nie jest jednostajna, bowiem dla ¢ < (p mod m)
mamy

. . 1.p
P fr fr / g = — | —
) =il = Y Pl =i+hm] =1L
k:i+km<p
a ta liczba jest z przedziatu (1, 2).

3.2 Rodzina k-niezalezna (prawie)

Rodzina opisana w poprzedniej sekcji nie jest 2-niezalezna, ale mozna po-
wiedzieé, ze jest prawie 2-niezalezna, poniewaz do spelnienia wymaganych
réwnosci brakowalo jej stosunkowo niewiele. W tej sekcji skonstruujemy ro-
dzine, ktora bedzie prawie k-niezalezna w podobnym sensie.

Niech

H" = {z — {(ao + a1z + ... +ap_12871) mod p} mod m |a; € {1,...,p—1}}.

Zauwazmy, ze tym razem kazdy ze wspolczynnikéw aq,...,ar_1 moze
by¢ réwny 0, a wiec H™ zawiera funkcje state, ktére w kontekscie zastoso-
wan stownikowych zachowujg sie fatalnie! To zalozenie pozwoli jednak na
udowodnienie eleganckiej wlasnosci k-niezaleznosci zmiennych h(z;). Dosta-
niemy wigc rodzine funkcji haszujacych, ktéra pozwoli na tatwo otrzymy-
waé dobre oszacowania na wartos¢ oczekiwana (np. czasu dzialania operacji
slownikowych), ale z pewnym prawdopodobienstwem ]% wylosujemy z niej
bardzo zle funkcje. To prawdopodobienstwo jest bardzo male, bo p > |U]|, a
w zastosowaniach |U| =~ gdtugosc stowa ;i 916 932 jq,

Rozwazmy parami rézne zmienne w1, ..., ;. Podobnie jak poprzednio
niech zj := Y, a;x] mod p (a wiec h(x;) = j mod m).

Pokazemy najpierw, ze dla dowolnych yi, ...,y € {0,...,p—1} zachodzi

k
P [ﬂx; = y;] = ik (6)

p

To zdarzenie odpowiada uktadowi réwnan
k-1 _ /
ap+ a1xy + ...+ ap_123 =, U
k-1 _ !
ap + aixo + ... + ap_1Ty =p Yo

k-1 _ /

ag + a1z + ... +ag_12, =p Yy
Macierz -
rr ... Ty
Ty ... xéfl
1 = ... xiil



tego ukladu jest macierza Vandermonde’a, a ta ma niezerowy wyznacznik
dla parami réznych x1,...,x;. Zatem istnieje dokladnie jedno rozwiazanie
(ag, . ..,ar_1) tego ukladu sposréd p¥, a wiec réwnosé ([6)) jest udowodniona.
Zauwazmy, ze w poprzedniej sekcji w analogicznej réwnosci dostalismy wynik
m, poniewaz w definicji rodziny H wykluczyliSmy funkcje state (a byto
rézne od 0).

W tej chwili zauwazmy, ze wlasnie pokazaliémy, ze rodzina

HP = {x — (ag + a1z + ...+ ap_12* 1) modp|a; €{l,...,p—1}}

jest rodzing k-niezalezng. W szczegdlnosci jesli h wylosowano z HP to
zmienne losowe h(x) dla z € U sa k-niezalezne. Z tego latwo wynika (za-
checamy czytelnika do sprawdzenia), ze réwniez jesli h wylosowano z H™
to zmienne losowe h(z) dla = € U sa k-niezalezne. Aby rodzina H™ byla
k-niezalezna, potrzeba jednak jeszcze, zeby funkcja h byla jednostajna, a to
nie do konca jest prawda.

Analogicznie jak w poprzedniej sekcji dla ustalonych yy, ..., yx € {0,...,m}

EE

k k
P [ﬂ h(x;) = yZ] =P lﬂ z; = y;( mod m)

. . . e . . . . . P s . / . /] .
poniewaz dla kazdego y; istnieje co najwyzej [L] wartosci zj, ze x} = y;
mod m, a kazda konkretna krotka jest losowana z prawdopodobienstwem
1% na mocy réwnosci (6). Widzimy, ze nie dostaliémy tu oszacowania przez

#, ktérego wymaga defnicja, jednakze zwykle m < p a wiec [%VC# jest

bardzo bliskie # Jedli np. dobierzemy p tak, aby mTfl < %, to

[p"kl (p+m—1)k 14 melyE
i I < - = _— < —.
3.3 Praktyczna rodzina (2,2)-uniwersalna (Dietzfelbinger)

W praktyce rozmiar uniwersum i m sa potegami dwojki: U = {0,...,2F —1},
T0...2" —1]. Wtedy h: {0,...,28 —1} — {0,...,2" — 1}. Rodzina funkcji
haszujacych jest nastepujaca:

Hy,; = {z — (az mod 2%) div 2"7' | a € {0,...,2" — 1} A a nieparzyste}.

Operacja div 2¥~! bierze | pierwszych (najbardziej znaczacych) bitéw. Im-
plementacja funkcji z powyzszej rodziny jest bardzo tatwa, gdy liczby typu
int sa z {0,...,2F — 1}: (a*xx) >> k-1.

Pokazemy, ze Hy; jest (2,2)-uniwersalna. Niech z,y € {0,...,2% — 1}.
Zal6ézmy, ze x > y i niech h, bedzie funkcja wybrang losowo z Hj, ;. Cheemy
pokazaé, ze

P [ha(x) = haly)] < 57 (3)



Policzmy, ile jest takich a, dla ktérych hy(x) = hy(y). Ta réwnosé jest réw-
nowazna nieréwnosci

laz mod 2% —ay mod 2% < 2871,
Niech z = x — y, wtedy powyzsza nieréwnos¢ mozemy zapisaé jako
laz  mod 2F| < 2k, 9)
Z zalozenia z #Z 0( mod 2’“) oraz a jest nieparzyste, zatem
az#0( mod 2%) (10)
Warunki (@) i (I0) zachodza, gdy
az mod 28 € {1,... 2"t —1yu ek —2' +1,... 2k —1}  (11)

— pierwszy zbior jest postaci 0...0coé # 0, adrugi 1...1cos # 0.
Lbitdw b Jhiew L N
Niech z = 2% -2/, gdzie 2’ jest nieparzyste. Zbiér A = {1,3,5,...,2"F —1}
jest grupa z mnozeniem ( mod 2F). Zbiér 2’ - A jest permutacja zbioru A:
ro_ ’ / _ 2/ 12k _ _

Zay =gk Zag = (a1 —ag) = 0 = a1 —ag = 0 <= a1 = ag.
Tak wiec ilosé liczb a € A spelniajacych () jest réwna ilosci liczb a, dla
ktérych a - 2° mod 2% jest postaci 0...0coé #0 lub 1...1coé # 0. Jesli

———L ———I

Eoitow g phicow Iitow  p Jpiesu
s =2 k — 1, to koncowka bedzie zerowa, wiec nie ma takich liczb a. Jesli
s < k — 1, to a zaczyna sie od samych 1 lub samych 0, potem wybieramy
k — [ bitéw, z ktérych ostatni musi byé réwny 1, zatem a mozna wybraé na
2. 2k=l=1 = 9k=l spos0béw, co daje ostatecznie, ze

4 Haszowanie kukultkowe (Pagh, Rodler 2001)

Tym razem rozwiazujemy pelny problem stownika, czyli bedziemy imple-
mentowaé wszystkie trzy operacje — Lookup, Insert, Delete. Bedziemy uzy-
waé dwéch tablic T7,T[0...m — 1], gdzie m > 2n, ktérych elementy sa
ze zbioru {0,...,|U| — 1}. Algorytm korzysta z dwdch funkeji haszujacych
hi,he : U — {0,...,m — 1} wybranych z rodziny n-niezaleznej (potem
ostabimy to zalozenie).

W trakcie dzialania algorytmu bedzie zachodzil nastepujacy niezmien-
nik:

€S <= Tih(z)] =2V Trlhe(z)] = x.



Stad widaé, ze Lookup i Delete dzialaja w pesymistycznym czasie statym.
Pozostaje zdefiniowaé¢ Insert:

Insert(x):

1. if Lookup(z) then return

2: for i =1 to MaxLoop do
3: T < 1] [hl (.%')]

4: if £ = null then return
5: x < Thlha(z)]
6: if £ = null then return

7. rehash(z)

Operacja < zamienia wartosci zmiennych, tzn. x < y odpowiada trzem
operacjom: a «— T, * «— ¥y, y «— a. Stalta MaxLoop jest < n, dokladniej
wyznaczymy ja pozniej. Po Max Loop krokach funkcja Insert ,poddaje sie”,
tzn. uznaje, ze z aktualnie wylosowanymi hq i ho nie jest w stanie wstawi¢ do
tablic T i Ty wszystkich elementéw z SU{x}. W takiej sytuacji wykonywana
jest operacja rehash(z), ktora dziala nastepujaco. Tablice sa czyszczone,
losowane sa nowe funkcje i przy ich pomocy wszystkie elementy S U {z}
wstawiane sa na nowo do tablic za pomocs algorytmu Insert. Oczywiscie
nawet po wylosowaniu nowych h; i hy z pewnym prawdopodobienstwem
jedno ze wstawien moze sie¢ nie uda¢ — wtedy ponownie losowane sa nowe
funkcje hy 1 he i1 tak az do skutku.

T T

Rysunek 1: Przyklad dziatania funkcji Insert. Elementy sa przemieszczane
miedzy tablicami 77 i T» po krawedziach grafu dwudzielnego (zgodnie z
kierunkiem strzatek)

Oszacujmy oczekiwany czas dziatania funkcji Insert. Niech G bedzie
grafem dwudzielnym, ktorego wierzchotkami sa komoérki tablic 17,75, oraz
dla kazdego x € S graf G zawiera krawedz hi(x)he(x). Zauwazmy, ze dzia-



lanie funkcji Insert wyznacza pewna marszrute w tym grafie (rys. [2)). Niech
x1,...,2T beda kolejnymi kluczami, ktére jodwiedza” ta marszruta. Mar-
szruta ta moze zawieraé cykle, nie moze by¢ jednak zupelnie dowolna. Mia-
nowicie, zobaczmy co sie dzieje gdy marszruta po raz pierwszy powraca
do wierzchotka, w ktérym juz byla, tzn. pewien klucz x; jest wstawiany w
miejsce klucza xj, dla pewnego j < i. Wowczas x; jest wstawiany w miej-
sce xj_1, rj_1 W miejsce x;_o itd, czyli cofamy si¢ wzdluz marszruty az
do komérki Tj[hi(x1)]. Nastepnie odwiedzana jest komérka Th[ho(z1)]. Od
tej chwili marszruta ponownie moze odwiedza¢ nowe klucze. Jesli w pewnej
chwili natrafi na pusta komérke, operacja Insert sie zakonczy. W takiej sytu-
acji powiemy, ze mamy do czynienia z pojedynczym cyklem. Jesli natomiast
ponownie natrafi na wczesniej odwiedzong komérke x;, to tak generowana
marszruta bez konca bedzie juz poruszac si¢ po krawedziach odpowiadaja-
cych odwiedzonym kluczom (a dokladniej poruszalaby si¢ bez konca, gdyby
nie sztywne ograniczenie 2M axLoop na liczbe wykonanych krokéw). Taka
marszrute nazwiemy podwdinym cyklem.

null

Rysunek 2: Trzy mozliwe sytuacje podczas wykonywania Insert: Sciezka (a),
pojedynczy cykl (b), podwdjny cykl (c).
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Przypadek I Nie bylo podwoéjnego cyklu:
e w ogdble nie bylo cyklu; kazdy wierzchotek byl odwiedzany raz
e byt tylko pojedynczy cykl

Jedli dana marszruta ma dilugosé k, to istnieje podmarszruta o poczatku
w Ti[hi(x1)] lub Thlho(z1)] o dlugosci k/3, ktora jest Sciezka. Oznaczmy
przez i, . .. ,x;/z jej kolejne klucze (jest to spéjny podciag ciagu x1, ..., xg).
Oszacujemy prawdopodobienstwo takiego zdarzenia:

P [marszruta ma dlugosé > k] (12)

Hg parami réznych xo,...,xx t.2.
3

hl(ﬁﬂl) = hl(xg) AN hQ(CCQ) = h2($3) AN hl(ﬁﬂg) = h1($4) VANPIN

E_q E_q kE_o
<2.n§—1,(i)3 :2.<2)3 <(1)3 . (14)
m m 2

Mozemy teraz oszacowaé Srednia dtugo$¢ marszruty:

< 2P (13)

k
1 52
E [dtugosé Sciezki] = Z PP [Sciezka ma dlugosé > k| < Z <—> - O(1).
k>1 k>1 2

Przypadek II W funkcji Insert dostaliSmy podwdjny cykl. Niech z;, x;
i x; beda takie jak w definicji podwdjnego cyklu.

Dla ustalonego klucza poczatkowego x1, oszacujmy liczbe mozliwych cy-
kli podwdjnych odwiedzajacych k kluczy:

e na co najwyzej n*~! sposobéw wybieramy pozostate klucze

e na k3 sposobéw wybieramy ksztatt cyklu (czyli indeksy i, j,1)

e na m”* ! sposobéw wybieramy wierzcholki grafu, na ktérych bedzie

lezal cykl (k — 1, bo dla jednego klucza nie ma miejsca)

Razem co najwyzej n*~1. k3. mF=1 cykli. Kazdy taki cykl sklada sie z k

krawedzi, z ktérych kazda pojawia sie niezaleznie z prawdopodobienstwem
2

%) , na mocy niezaleznosci losowania hi i ho oraz faktu, ze hy i hy maja

rozklad jednostajny. Z n-niezaleznosci rodziny funkcji haszujacych, z kté-

rych wybierane sa h; i ha, mamy, ze prawdopodobienstwo pojawienia si¢

2k
takiego cyklu nie przekracza (%) (zauwazmy, ze potrzebowaliSmy jedynie

k-niezaleznosci, a k < 2MaxLoop). Stad

1
P [Jeykl podwdjny zawierajacy k réznych kluczy] < nFlo k3 okt —5
m
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Tak wiec

P [Jeykl podwdjny]

k1. 13 k1 nk—1

1 1 1 1
<K ——=< =D ——==0(—)=0(=
2k ~ E+1 7S 2 k—1 2
et m 8 m m (>3 2 m

Funkcja Insert wywoluje rehash, gdy:

e byl podwdjny cykl — z prawdopodobienistwem O(#)

MazLoop
e byta dluga marszruta — z prawdopodobienstwem O((%) P

jesli wiec wezmiemy MaxLoop = 6lgn, to funkcja rehash wywola sie z
prawdopodobienstwem O(n—12) Oczekiwany czas funkcji Insert pod warun-
kiem, ze nie bylo rehash jest staly, skoro srednia dlugosé Sciezki jest statla.
Jaki jest oczekiwany czas rehash?

1
P [ktérys Imsert sie nie udal] = nlP [konkretny Insert sie nie udal] = O(—),

n
zatem oczekiwana liczba powtorzen rehash zanim wszystkie operacje Insert
sie udadza jest stata, stad

E [czas rehash | byl rehash] = O(n) - O(1) = O(n).
Ostatecznie

E [czas Insert]
= E [czas Insert | nie bylo rehash] P [nie bylo rehash]

+E [czas Insert + czas rehash | byl rehash| P [byl rehash)
1
=0(1) + O(n)O(W) =0(1).

Zauwazmy na koniec, ze nie potrzebujemy rodziny n-niezaleznej, ale
2M ax Loop-niezaleznej, bo rozpatrujemy tylko Sciezki maksymalnie tej dtu-
gosci, MaxLoop = O(logn). Istnieja rodziny funkeji haszujacych ktére ofe-
ruja taka niezaleznosé, zachowujac rownocze$nie staly czas obliczania war-
tosci funkeji i rozmiar O(n), jednakze maja one znaczenie tylko teoretyczne.
Z drugiej strony, haszowanie kukutkowe w praktyce zachowuje sie dobrze dla
rodzin funkcji haszujacych o duzo stabszych wlasnosciach.

Podziekowanie

Serdecznie dziekuje Markowi Adamczykowi za sporzadzenie tych notatek.
Y.ukasz Kowalik.
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