Egzamin z Metod Probabilistycznych w Algorytmice, 02.02.2011

Czesc 11: zadania

Zadanie 1: Haszowanie tabulacyjne [10 punktéw] Niech U = {0,...,2 — 1}, dla pewnych
¢,v € Ny ¢ > 1. Innymi stowy, uniwersum U sktada si¢ z liczb (er)-bitowych. Kazda taka liczbe =
bedziemy reprezentowaé jako krotke (x1,xo, ..., z.) liczb r-bitowych. (W typowych zastosowaniach U
sktada sie z 32- lub 64-bitowych liczb naturalnych, natomiast = 8, czyli krotka to kolejne bajty liczby

Niech m = 2F. Oznaczmy [¢] = {0,...,¢ — 1}. Rozwazmy nastepujaca rodzine funkcji haszujacych
h:U — [m]:

H = {.Z‘ — T1($1) D Tg(l'z) b...PD Tc($c) | T, .., 1 : [27”} — [m]}7

gdzie @ oznacza operacje xor, np 6 @ 3 = (110)2 & (011) = (101) = 5.

Innymi stowy, losowa funkcje haszujaca h z tej rodziny reprezentuje c¢ losowych funkcji, ktorych
argumentami sa liczby r-bitowe, a wartosciami liczby 7 zakresu [m] (kazda z nich reprezentujemy np.
jako tablice dtugosci 27).

Pokaz, ze rodzina H jest 3-niezalezna, ale nie jest 4-niezalezna.

Uwaga: pewna liczbe punktéw mozna zdoby¢ pokazujac, ze H jest a-niezalezna ale nie b-niezalezna,
dla pewnych (konkretnych) liczb a < 3, b > 4 (im blizszych wartosciom odpowiednio 3, 4 tym lepiej).
Uwaga natury poznawczej. W 2010r Patrascu i Thorup udowodnili, ze rodzina H pomimo niskiego stopnia nieza-
leznosci dobrze sie¢ sprawdza w zastosowaniach takich jak m.in. haszowanie laficuchowe, haszowanie liniowe, statyczne
haszowanie kukutkowe. W szczegdlnosci, oczekiwane czasy operacji stownikowych przy haszowaniu liniowym sa stale.
Jest to zapewne najbardziej praktyczna z rodzin funkcji haszujacych, ktérych jakos¢ zostata potwierdzona formalnymi

dowodami.

Szkic rozwigzania Najpierw pokazemy, ze nie ma 4-niezaleznosci. Wezmy ¢ = 2 oraz 4 klucze:
z=1(0,0),y =(0,1),z = (1,0),u = (1,1). Obliczmy p = P[h(z) = aAh(y) =bAh(z) =cAh(u) =d].
Nasze zdarzenie jest réwnowazne uktadowi réwnan:

Ty [O] D TQ[O] =aqa
Ty[0] & Toll] = b
Ti[1] ® T>[0] = ¢
N[l e T[] =d

A wiec nasze zdarzenie pociagga za soba, ze a b @ c® d = 0, czyli jesli ten warunek nie zachodzi
to p = 0 (a powinno by¢ p = # niezaleznie od a, b, ¢, d).

Teraz 3-niezaleznos¢. Rozwazmy 3 parami rézne klucze z,y, z. r-bitowe bloki kluczy bedziemy
nazywaé bajtami. Musi istnie¢ taki bajt, ktory nie jest identyczny dla wszystkich trzech kluczy. A
wiec dla jednego z kluczy (przez symetrie przyjmijmy, ze dla z, i ze jest to pierwszy bajt) ten bajt
jest inny niz dla pozostatych, tzn z1 # y; i 1 # z1. To powoduje, ze h(x) jest lacznie niezalezne od
h(y) i h(z), bo po wylosowaniu wartosci w tablicach T; potrzebnych aby ustali¢ h(y) i h(z) mozemy
z takim samym prawdopodobieristwem dosta¢ kazda wartos¢ h(z) losujac wartosé T4 [x1]. Dostalismy
wiec Plh(z) =aAh(y) =bAR(z) =c] = Plh(x) =a | h(y) =bAh(z) =¢|- P[h(y) =bAh(z) =] =
L. P[h(y) = b A h(z) = c]. Wystarczy pokaza¢, ze h(y) i h(z) sa niezalezne. Ale to wynika z tego, ze
maja bajt, na ktorym sie roznia (powiedzmy bajt nr 1: wtedy po wylosowaniu wartosci w tablicach
T; dla pozostalych bajtéw mozemy z takim samym prawdopodobieiistwem dosta¢ dowolne wartosci
h(y) i h(z) losujac T1[y1] i Th[#1]). Czyli Plh(y) = bAR(z) = ¢] = #, i z weczesniejszych rozwazail
Plh(z) =aAh(y) =bAh(z) =c] = # i koniec.



Zadanie 2: Chaos w eterze [10 punktow] n zolnierzy prébuje sie jednoczesnie skontaktowaé
droga radiowa z jednym z n centréw dowodzenia, z ktérych kazde odbiera na unikalnej czestotliwosci.
Zotierze maja zsynchronizowane zegarki. Na poczatku kazdej minuty, kazdy z zolnierzy, ktorzy jeszcze
nie nawiazali kontaktu wybiera losowo centrum, z ktérym prébuje sie skontaktowaé. Jedli dwdéch
zolnierzy wybierze to samo centrum, to beda sie nawzajem zaglusza¢ i zadnemu z nich nie uda sie
nawigzac¢ kontaktu. Jesli natomiast jaki§ zotnierz jest jedynym, kt6ry kontaktuje sie z pewnym centrum,
to otrzymuje on dalsze rozkazy i wraca do zabijania. Pozostali Zolnierze odczekuja minute, po czym
ponawiaja probe z nowo wylosowanym centrum. Udowodnij, ze oczekiwana liczba minut potrzebnych,
aby wszyscy zolnierze otrzymali rozkazy wynosi O(loglogn).

Wskazéwka Pokaz, ze jesli na poczatku ¢-tej minuty kontakt probowalo nawigzaé x; zolnierzy, to
wartos¢ oczekiwana liczby zotnierzy, ktorym sie to nie udato nie przekracza (z;)?/n. Na tej podstawie
oszacuj oczekiwang liczbe minut potrzebna, zeby zostalo < (1 + €)(z;)?/n zokierzy.

Uwaga Zolnierze sie synchronizuja, bo inaczej bytoby zbyt tatwo polaczy¢ sie z centrum.

Szkic rozwigzania Nazwijmy zolnierzy kulami a centra urnami ;) Zgodnie ze wskazowka,

i
Elxiy1] = Z Pr[j-ta kula nie jest samotna w urnie]
j=1

i
< Z Z Pr[j-ta i k-ta kula w tej samej urnie]
=1 kj

1
= z;(z; — 1); < a?/n,

gdzie nier6wnog¢ to union bound. Z nieréwnosci Markowa, Plz;y1 > (1 4 €)(z5)%/n] < 1/(1 + ¢).
Czyli (z rozktadu geometrycznego) oczekiwana liczba minut (od poczatku i-tej minuty) potrzebna,
zeby zostato < (1 + €)(z;)?/n kul wynosi < 1/(1 — %Jrg), czyli O(1) dla kazdego ustalonego e > 0.

Teraz (podobnie jak np. w problemie kolekcjonera kuponoéw) dzielimy czas na epoki, i-ta epoka sie
konczy gdy mamy po raz pierwszy co najwyzej y; = (1+ e)yz-z_1 /n kul. Poniewaz pokazalismy, ze jedna
epoka trwa O(1), widac¢, ze wystarczy oszacowa¢ liczbe epok.

Na pierwszy rzut oka to wyglada stabo, bo dla yo = n ciag y rosnie zamiast male¢. Wynika to
stad, ze nasze oszacowanie jest stabe gdy y;_1 jest duze, czyli np. na samym poczatku. Policzmy wiec
w inny sposob, ile kul znika po pierwszej minucie (liczyliémy to na zajeciach). Wartoéé¢ oczekiwana
wynosi Y1, Prli-ta kula samotna] = n(=1)" = n(1 — 1)" < n/e, gdzie korzystamy ze standardowej
nieréwnosci 14+xz < e®. Stad, wartos¢ oczekiwana kul, ktore zostaja to (1—1/e)n. Znowu na podstawie
nieréwnosci Markowa i rozkladu geometrycznego po O(1) minutach (w sensie wartosci oczekiwanej)
bedzie niewiele wiecej, tzn. cn kul dla ¢ € (1 — 1/e,1). Jedli podstawimy teraz yo = cn, to po
i = Q(loglog n) krokach dostajemy y; = (1+€)% "nc? <n-(c(1+¢€))? = O(1), jedli tylko dobierzemy
cie tak, zeby c¢(1 +¢€) < 1.



Zadanie 3: Niezwyktle Sciezki [10 punktow]| Niech G = (V, E) bedzie sp6jnym grafem nieskiero-
wanym. Pokaz, ze mozna przypisa¢ krawedziom G wagi ze zbioru {1,..., W} tak, aby:

a) miedzy kazdg para wierzchotkow istniata doktadnie jedna najkrotsza $ciezka,
b) najkrotsze Sciezki miedzy roznymi parami wierzchotkéw miaty rézne dtugosci,

oraz W = O(poly(n)), n = |V|. Jak duzego W potrzebujesz?
Wskazowka Jesli metoda, ktorej probujesz uzyc nie dziata, to sprobuj ja nieco zmodyfikowac.

Szkic rozwigzania Idea: wylosujemy wagi krawedzi i pokazemy, ze z dodatnim prawdopodo-
bienistwem zajda pozadane zdarzenia. Skorzystamy z lematu o izolacji (patrz. np. notatki Cezarego
Bartoszuka). U to oczywiscie krawedzie. Przyjmijmy, ze F, , jest rodzing wszystkich Sciezek taczacych
pewna pare¢ wierzcholtkéw x i y. Lemat zastosowany dla F, , moéwi nam, ze jesli wagi beda losowane ze
zbioru {1,...,2|E|} to z prawdopodobieristwem 1/2 miedzy x i y bedzie doktadnie 1 najkrotsza sciezka
(nazwijmy to zdarzenie Z,,). My chcielibysmy, zeby z niezerowym prawdopodobieristwem to zdarzenie
zachodzito réwnoczesnie dla kazdej pary. Innymi stlowy, chcemy pokazaé, ze prawdopodobienistwo, ze
zdarzenie nie zachodzi dla pewnej pary jest < 1, czyli ze

P(|J Zwy <1

z,yeV

Na podstawie ,union bound”

P(J Zun) < ) P(Zay). (1)

z,yeVvV z,yeV

Na podstawie naszych rozwazan dostajemy zbyt stabe szacowanie (przez (“2/‘) . % zamiast przez 1).
Bytoby dobrze, gdyby dla pojedynczej pary prawdopodobienistwo porazki byto mate, np mniejsze
niz 1/n%. Zeby zmniejszy¢ to prawdopodobieristwo wystarczy oczywiscie losowaé wagi z wiekszego
zbioru. Jedli wezmiemy zbior {1,...,2|E|-|V|?} i przepiszemy dow6d lematu o izolacji to dostaniemy
prawdopodobietistwo porazki 1/(2|V]?), a stad i z (1) P(Ux,yeingjy) < 1/4.

W punkcie b) podobnie, ale teraz dla kazdej czworki wierzchotkow (a, b, z,y) stosujemy lemat dla
rodziny Fup U Fy y.

Zadanie 4: Listowe stowa Thuego [10 punktéw] Rozwazamy stowa nad pewnym nieskonczonym
alfabetem ¥. Mowimy, ze stowo jest bezkwadratowe gdy nie zawiera podstowa postaci ww (gdzie w
jest niepustym stowem). Dla funkcji L : {1,...,n} — (%) moéwimy, ze stowo x = x1x9...2, jest
zgodne z L, gdy x; € L(i) dla kazdego i = 1,...,n (za pomoca (%) oznaczamy wszystkie k-elementowe
podzbiory zbioru ¥). Innymi stowy, L(7) to dozwolone litery dla i-tego symbolu stowa x.

Pokaz, ze istnieje stata k, taka ze dla dowolnego n i dla dowolnej funkcji L : {1,...,n} — (%)
istnieje stowo bezkwadratowe dlugosci n zgodne z L.
Wskazowki: 1+ z < e” dla kazdego x, oraz 1 —x > e Ja0<zx< 1/2.

Szkic rozwiazania Stosujemy Lemat Lokalny Lovasza (wersja ogolna, nie symetryczna). ,Zte”
zdarzenia sa postaci A; 4 = na pozycji i pojawia sie kwadrat dlugosci 2d. Stad P[A; 4] = (1/k)?. Teraz
trzeba tak dobra¢ wartosci X; 4, zeby

PlAigl <mia- [ (A -za)
(j.d')EN (i,d)

gdzie N (i,d) oznacza zbior takich (j,d’), ze podstowo dtugosci 2d o poczatku w i zahacza o podstowo
dlugosci 2d o poczatku w j. Jedli nie interesuje nas stala £k, kandydatow na x; 4 jest wiele, widac,
ze powinni$my bra¢ funkcje, ktore maleja wzgledem d (ale wolniej niz P[A; 4]). Chyba najwygodniej
wziag¢ e~¢ i zadziala. P. Michal Pilipczuk podstawil k=% i tez wyszto (zapewne z lepsza stala k).



