
Egzamin z Metod Probabilistycznych w Algorytmice, 02.02.2011
Cz¦±¢ II: zadania

Zadanie 1: Haszowanie tabulacyjne [10 punktów] Niech U = {0, . . . , 2cr − 1}, dla pewnych
c, r ∈ N, c > 1. Innymi sªowy, uniwersum U skªada si¦ z liczb (cr)-bitowych. Ka»d¡ tak¡ liczb¦ x
b¦dziemy reprezentowa¢ jako krotk¦ (x1, x2, . . . , xc) liczb r-bitowych. (W typowych zastosowaniach U
skªada si¦ z 32- lub 64-bitowych liczb naturalnych, natomiast r = 8, czyli krotka to kolejne bajty liczby
x).

Niech m = 2k. Oznaczmy [`] = {0, . . . , `− 1}. Rozwa»my nast¦puj¡c¡ rodzin¦ funkcji haszuj¡cych
h : U → [m]:

H = {x 7→ T1(x1)⊕ T2(x2)⊕ . . .⊕ Tc(xc) | T1, ..., Tc : [2r]→ [m]},

gdzie ⊕ oznacza operacj¦ xor, np 6⊕ 3 = (110)2 ⊕ (011)2 = (101)2 = 5.
Innymi sªowy, losow¡ funkcj¦ haszuj¡c¡ h z tej rodziny reprezentuje c losowych funkcji, których

argumentami s¡ liczby r-bitowe, a warto±ciami liczby z zakresu [m] (ka»d¡ z nich reprezentujemy np.
jako tablic¦ dªugo±ci 2r).

Poka», »e rodzina H jest 3-niezale»na, ale nie jest 4-niezale»na.
Uwaga: pewn¡ liczb¦ punktów mozna zdoby¢ pokazuj¡c, »e H jest a-niezale»na ale nie b-niezale»na,
dla pewnych (konkretnych) liczb a ≤ 3, b ≥ 4 (im bli»szych warto±ciom odpowiednio 3, 4 tym lepiej).
Uwaga natury poznawczej. W 2010r Patrascu i Thorup udowodnili, »e rodzina H pomimo niskiego stopnia nieza-

le»no±ci dobrze si¦ sprawdza w zastosowaniach takich jak m.in. haszowanie ªa«cuchowe, haszowanie liniowe, statyczne

haszowanie kukuªkowe. W szczególno±ci, oczekiwane czasy operacji sªownikowych przy haszowaniu liniowym s¡ staªe.

Jest to zapewne najbardziej praktyczna z rodzin funkcji haszuj¡cych, których jako±¢ zostaªa potwierdzona formalnymi

dowodami.

Szkic rozwi¡zania Najpierw poka»emy, »e nie ma 4-niezale»no±ci. We¹my c = 2 oraz 4 klucze:
x = (0, 0), y = (0, 1), z = (1, 0), u = (1, 1). Obliczmy p = P [h(x) = a∧ h(y) = b∧ h(z) = c∧ h(u) = d].
Nasze zdarzenie jest równowa»ne ukªadowi równa«:

T1[0]⊕ T2[0] = a
T1[0]⊕ T2[1] = b
T1[1]⊕ T2[0] = c
T1[1]⊕ T2[1] = d

A wi¦c nasze zdarzenie poci¡ga za sob¡, »e a⊕ b⊕ c⊕ d = 0, czyli je±li ten warunek nie zachodzi
to p = 0 (a powinno by¢ p = 1

m4 niezale»nie od a, b, c, d).
Teraz 3-niezale»no±¢. Rozwa»my 3 parami ró»ne klucze x, y, z. r-bitowe bloki kluczy b¦dziemy

nazywa¢ bajtami. Musi istnie¢ taki bajt, który nie jest identyczny dla wszystkich trzech kluczy. A
wi¦c dla jednego z kluczy (przez symetri¦ przyjmijmy, »e dla x, i »e jest to pierwszy bajt) ten bajt
jest inny ni» dla pozostaªych, tzn x1 6= y1 i x1 6= z1. To powoduje, »e h(x) jest ª¡cznie niezale»ne od
h(y) i h(z), bo po wylosowaniu warto±ci w tablicach Tj potrzebnych aby ustali¢ h(y) i h(z) mo»emy
z takim samym prawdopodobie«stwem dosta¢ ka»d¡ warto±¢ h(x) losuj¡c warto±¢ T1[x1]. Dostali±my
wi¦c P [h(x) = a ∧ h(y) = b ∧ h(z) = c] = P [h(x) = a | h(y) = b ∧ h(z) = c] · P [h(y) = b ∧ h(z) = c] =
1
m · P [h(y) = b ∧ h(z) = c]. Wystarczy pokaza¢, »e h(y) i h(z) s¡ niezale»ne. Ale to wynika z tego, »e
maj¡ bajt, na którym si¦ ró»ni¡ (powiedzmy bajt nr 1: wtedy po wylosowaniu warto±ci w tablicach
Tj dla pozostaªych bajtów mo»emy z takim samym prawdopodobie«stwem dosta¢ dowolne warto±ci
h(y) i h(z) losuj¡c T1[y1] i T1[z1]). Czyli P [h(y) = b ∧ h(z) = c] = 1

m2 , i z wcze±niejszych rozwa»a«
P [h(x) = a ∧ h(y) = b ∧ h(z) = c] = 1

m3 i koniec.



Zadanie 2: Chaos w eterze [10 punktów] n »oªnierzy próbuje si¦ jednocze±nie skontaktowa¢
drog¡ radiow¡ z jednym z n centrów dowodzenia, z których ka»de odbiera na unikalnej cz¦stotliwo±ci.
�oªnierze maj¡ zsynchronizowane zegarki. Na pocz¡tku ka»dej minuty, ka»dy z »oªnierzy, którzy jeszcze
nie nawi¡zali kontaktu wybiera losowo centrum, z którym próbuje si¦ skontaktowa¢. Je±li dwóch
»oªnierzy wybierze to samo centrum, to b¦d¡ si¦ nawzajem zagªusza¢ i »adnemu z nich nie uda si¦
nawi¡za¢ kontaktu. Je±li natomiast jaki± »oªnierz jest jedynym, który kontaktuje si¦ z pewnym centrum,
to otrzymuje on dalsze rozkazy i wraca do zabijania. Pozostali »oªnierze odczekuj¡ minut¦, po czym
ponawiaj¡ prób¦ z nowo wylosowanym centrum. Udowodnij, »e oczekiwana liczba minut potrzebnych,
aby wszyscy »oªnierze otrzymali rozkazy wynosi O(log log n).
Wskazówka Poka», »e je±li na pocz¡tku i-tej minuty kontakt próbowaªo nawi¡za¢ xi »oªnierzy, to
warto±¢ oczekiwana liczby »oªnierzy, którym si¦ to nie udaªo nie przekracza (xi)

2/n. Na tej podstawie
oszacuj oczekiwan¡ liczb¦ minut potrzebn¡, »eby zostaªo ≤ (1 + ε)(xi)

2/n »oªnierzy.
Uwaga �oªnierze si¦ synchronizuj¡, bo inaczej byªoby zbyt ªatwo poª¡czy¢ si¦ z centrum.

Szkic rozwi¡zania Nazwijmy »oªnierzy kulami a centra urnami ;) Zgodnie ze wskazówk¡,

E[xi+1] =

xi∑
j=1

Pr[j-ta kula nie jest samotna w urnie]

≤
xi∑
j=1

∑
k 6=j

Pr[j-ta i k-ta kula w tej samej urnie]

= xi(xi − 1)
1

n
< x2

i /n,

gdzie nierówno±¢ to union bound. Z nierówno±ci Markowa, P [xi+1 > (1 + ε)(xi)
2/n] < 1/(1 + ε).

Czyli (z rozkªadu geometrycznego) oczekiwana liczba minut (od pocz¡tku i-tej minuty) potrzebna,
»eby zostaªo ≤ (1 + ε)(xi)

2/n kul wynosi ≤ 1/(1− 1
1+ε), czyli O(1) dla ka»dego ustalonego ε > 0.

Teraz (podobnie jak np. w problemie kolekcjonera kuponów) dzielimy czas na epoki, i-ta epoka sie
konczy gdy mamy po raz pierwszy co najwy»ej yi = (1 + ε)y2

i−1/n kul. Poniewa» pokazali±my, »e jedna
epoka trwa O(1), wida¢, »e wystarczy oszacowa¢ liczb¦ epok.

Na pierwszy rzut oka to wygl¡da sªabo, bo dla y0 = n ci¡g y ro±nie zamiast male¢. Wynika to
st¡d, »e nasze oszacowanie jest sªabe gdy yi−1 jest du»e, czyli np. na samym pocz¡tku. Policzmy wi¦c
w inny sposób, ile kul znika po pierwszej minucie (liczyli±my to na zaj¦ciach). Warto±¢ oczekiwana
wynosi

∑n
i=1 Pr[i-ta kula samotna] = n(n−1

n )n = n(1− 1
n)n ≤ n/e, gdzie korzystamy ze standardowej

nierówno±ci 1+x ≤ ex. St¡d, warto±¢ oczekiwana kul, które zostaj¡ to (1−1/e)n. Znowu na podstawie
nierówno±ci Markowa i rozkªadu geometrycznego po O(1) minutach (w sensie warto±ci oczekiwanej)
b¦dzie niewiele wi¦cej, tzn. cn kul dla c ∈ (1 − 1/e, 1). Je±li podstawimy teraz y0 = cn, to po
i = Ω(log log n) krokach dostajemy yi = (1+ ε)2i−1nc2i < n · (c(1+ ε))2i = O(1), je±li tylko dobierzemy
c i ε tak, »eby c(1 + ε) < 1.



Zadanie 3: Niezwykªe ±cie»ki [10 punktów] Niech G = (V,E) b¦dzie spójnym grafem nieskiero-
wanym. Poka», »e mo»na przypisa¢ kraw¦dziom G wagi ze zbioru {1, . . . ,W} tak, aby:

a) mi¦dzy ka»d¡ par¡ wierzchoªków istniaªa dokªadnie jedna najkrótsza ±cie»ka,

b) najkrótsze ±cie»ki mi¦dzy ró»nymi parami wierzchoªków miaªy ró»ne dªugo±ci,

oraz W = O(poly(n)), n = |V |. Jak du»ego W potrzebujesz?
Wskazówka Je±li metoda, której probujesz u»yc nie dziaªa, to spróbuj j¡ nieco zmody�kowa¢.

Szkic rozwi¡zania Idea: wylosujemy wagi kraw¦dzi i poka»emy, »e z dodatnim prawdopodo-
bie«stwem zajd¡ po»¡dane zdarzenia. Skorzystamy z lematu o izolacji (patrz. np. notatki Cezarego
Bartoszuka). U to oczywi±cie kraw¦dzie. Przyjmijmy, »e Fx,y jest rodzin¡ wszystkich ±cie»ek ª¡cz¡cych
pewn¡ par¦ wierzchoªków x i y. Lemat zastosowany dla Fx,y mówi nam, »e je±li wagi b¦d¡ losowane ze
zbioru {1, . . . , 2|E|} to z prawdopodobie«stwem 1/2 mi¦dzy x i y b¦dzie dokªadnie 1 najkrótsza ±cie»ka
(nazwijmy to zdarzenie Zxy). My chcieliby±my, »eby z niezerowym prawdopodobie«stwem to zdarzenie
zachodziªo równocze±nie dla ka»dej pary. Innymi sªowy, chcemy pokaza¢, »e prawdopodobie«stwo, »e
zdarzenie nie zachodzi dla pewnej pary jest < 1, czyli »e

P (
⋃

x,y∈V
Zxy) < 1.

Na podstawie �union bound�
P (

⋃
x,y∈V

Zxy) ≤
∑
x,y∈V

P (Zxy). (1)

Na podstawie naszych rozwa»a« dostajemy zbyt sªabe szacowanie (przez
(|V |

2

)
· 1

2 zamiast przez 1).
Byªoby dobrze, gdyby dla pojedynczej pary prawdopodobie«stwo pora»ki byªo maªe, np mniejsze
ni» 1/n2. �eby zmniejszy¢ to prawdopodobie«stwo wystarczy oczywi±cie losowa¢ wagi z wi¦kszego
zbioru. Je±li we¹miemy zbiór {1, . . . , 2|E| · |V |2} i przepiszemy dowód lematu o izolacji to dostaniemy
prawdopodobie«stwo pora»ki 1/(2|V |2), a st¡d i z (1) P (

⋃
x,y∈V Zxy) < 1/4.

W punkcie b) podobnie, ale teraz dla ka»dej czwórki wierzchoªków (a, b, x, y) stosujemy lemat dla
rodziny Fa,b ∪ Fx,y.

Zadanie 4: Listowe sªowa Thuego [10 punktów] Rozwa»amy sªowa nad pewnym niesko«czonym
alfabetem Σ. Mówimy, »e sªowo jest bezkwadratowe gdy nie zawiera podsªowa postaci ww (gdzie w
jest niepustym sªowem). Dla funkcji L : {1, . . . , n} →

(
Σ
k

)
mówimy, »e sªowo x = x1x2 . . . xn jest

zgodne z L, gdy xi ∈ L(i) dla ka»dego i = 1, . . . , n (za pomoc¡
(

Σ
k

)
oznaczamy wszystkie k-elementowe

podzbiory zbioru Σ). Innymi sªowy, L(i) to dozwolone litery dla i-tego symbolu sªowa x.
Poka», »e istnieje staªa k, taka »e dla dowolnego n i dla dowolnej funkcji L : {1, . . . , n} →

(
Σ
k

)
istnieje sªowo bezkwadratowe dªugo±ci n zgodne z L.
Wskazówki: 1 + x ≤ ex dla ka»dego x, oraz 1− x ≥ e−2x dla 0 ≤ x ≤ 1/2.

Szkic rozwi¡zania Stosujemy Lemat Lokalny Lovasza (wersja ogólna, nie symetryczna). �Zªe�
zdarzenia s¡ postaci Ai,d = na pozycji i pojawia si¦ kwadrat dªugo±ci 2d. St¡d P [Ai,d] = (1/k)d. Teraz
trzeba tak dobra¢ warto±ci Xi,d, »eby

P [Ai,d] < xi,d ·
∏

(j,d′)∈N(i,d)

(1− xj,d′)

gdzie N(i, d) oznacza zbiór takich (j, d′), »e podsªowo dªugo±ci 2d o pocz¡tku w i zahacza o podsªowo
dªugo±ci 2d o pocz¡tku w j. Je±li nie interesuje nas staªa k, kandydatów na xi,d jest wiele, wida¢,
»e powinni±my bra¢ funkcje, które malej¡ wzgl¦dem d (ale wolniej ni» P [Ai,d]). Chyba najwygodniej
wzi¡¢ e−d i zadziaªa. P. Michaª Pilipczuk podstawiª k−d/4 i te» wyszªo (zapewne z lepsz¡ staª¡ k).


