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Przez Krolewiec przeptywa rzeka Pregota. Jej wody otaczaja wyspe a nastgpnie
rozgaleziaja sig¢, jak na rysunku 1. W XVIII wieku brzegi rzeki i wyspa potaczone byty
siedmioma mostami. Legenda glosi, ze mieszkancy, ktéorzy uwielbiali spacerowaé w tej
malowniczej okolicy zastanawiali sig, czy mozna
utozy¢ taka trasg spaceru, zeby po wyjsciu z
domu przejs¢ przez kazdy z mostow doktadnie
raz a nastgpnie wréci¢ do punktu wyjscia.
Problem dotart do szwajcarskiego matematyka,
Lenharda Eulera. Jego odpowiedz byta
negatywna. Zauwazyl, ze podczas takiego
spaceru tyle samo razy wchodzimy i opuszczamy
kazdy z ,,obszarow ladowych”. Dlatego kazdy z
nich powinien by¢ potaczony z innymi parzysta
liczba mostoéw. Euler zauwazyl tez, ze warunek
dotyczacy parzystej liczby mostow wystarcza,
aby mozna bylo przejs¢ po kazdym moscie
doktadnie raz, niezaleznie od liczby mostéw,
obszaréw ladowych 1 ich uktadu.

Rysunek 1: Mosty w Krolewcu

Problem mostow Krolewieckich dal poczatek teorii grafow, majacej duze znaczenie we
wspotczesnej informatyce. Graf jest to zbior obiektow, zwanych wierzchotkami oraz zbior
potaczen miedzy nimi, zwanych krawedziami. W naszym przykladzie ,,obszarom ladowym”

odpowiadaja wierzchotki, natomiast mostom krawedzie (rysunek
2). Spacer odwiedzajacy kazda krawedz doktadnie raz nazywa sig
cyklem Eulera. Graf najczg$ciej reprezentuje si¢ w pamigci

A komputera za pomoca tzw. ,list sasiedztwa” : dla kazdego
wierzchotka tworzymy listg, w ktorej przechowujemy wskazniki
(lub numery) wierzchotkow, ktére sa z nim potaczone.

B D
Dzi§ rozwazymy nieco inng wersja opisanego Wwyzej
problemu. Bedziemy si¢ zajmowa¢ grafami skierowanymi, czyli
C takimi, w ktorych krawedzie maja kierunek (mozemy je sobie
Rysunek 2: Graf wyobraza¢ jako strzatki — rysunek 3). Przyktadem takiego grafu
odpowiadajqcy sytuacji moze by¢ sie¢ ulic miejskich. Wierzchotkami sa skrzyzowania,
ZRys. 1 natomiast krawedziami taczace je ulice. Ulice sa zawsze

jednokierunkowe, cho¢ dwa skrzyzowania moga by¢ potaczone
dwiema ulicami, z ktoérych kazda prowadzi w innym kierunku.
Pytamy, czy mozna znalez¢ taka trase, ze po kazdej ulicy przejedziemy dokladnie raz i wrocimy
do punktu wyjscia. Znowu widzimy, ze liczba ulic, ktorymi mozemy wjecha¢ na dowolne
skrzyzowanie musi by¢ réwna liczbie ulic, ktéorymi mozemy je opusci¢. Oprdcz tego musimy
mie¢ mozliwos¢ dojechania z kazdego skrzyzowania do dowolnego innego. Ponownie okazuje



si¢, ze te warunki wystarczaja, aby szukana trasa istniala. Zat6zmy, ze graf opisujacy taka sie¢
ulic zapisany jest w pamigci komputera za pomoca list sasiedztwa i ze podane warunki sa
spelnione. Chcieliby$my zna¢ algorytm, ktory znajdzie szukang trasg.

Algorytm, ktéory podamy ma zdumiewajaca strukture.
Najpierw wykonywane sa pewne obliczenia wstgpne, a nastgpnie
znajdujemy cykl Eulera bladzac po grafie prawie na oslep. Oto opis
poszczegolnych faz algorytmu:

1. Wybieramy dowolny wierzchotek v.

2. Dla kazdego wierzchotka wybieramy jedna krawedz
wychodzaca 1 oznaczamy ja jako powrotng. Krawedzie
wybieramy w ten sposob, aby z kazdego wierzchotka
mozna bylo dojs¢ do v korzystajac z krawedzi
powrotnych tylko w jeden sposob (patrz rysunek 3).

3. Generujemy trasg: startujemy z v i wedrujemy po grafie
dbajac o to, zeby nie uzywa¢ powtdrnie tych samych
krawedzi, natomiast po krawedziach powrotnych
wedrujemy tylko wtedy, gdy nie ma juz innego wyjscia
(odwiedziliSmy juz wszystkie pozostale krawedzie wychodzace z wierzchotka, w
ktérym stoimy).

Rysunek 3: Graf
skierowany

Dodatkowego wyjasnienia wymaga jedynie krok 2. Aby go zrealizowaé¢ mozna postuzy¢
si¢ podstawowym algorytmem w teorii graféw, nazywanym przeszukiwaniem w glab, trochg
zmodyfikowanym do naszych celéow. Startujemy z wierzchotka v 1 jedziemy pod prad,
oznaczajac uzyte krawedzie jako powrotne, pamigtajac, aby nigdy nie pojawi¢ si¢ drugi raz w
poprzednio odwiedzonym wierzchotku. Gdy okaze sig, ze z wierzchotka, w ktorym stoimy nie
mozna juz dosta¢ si¢ do zadnego nie odwiedzonego wierzcholka, cofamy si¢ po swoich $ladach,
sprawdzajac, czy z ktorego$§ z wczesniej odwiedzonych wierzchotkdw mozemy jeszcze dojechac
gdzies, gdzie nas jeszcze nie bylo.

Algorytm jest przedstawiony na Listingu 1. Zeby tatwo porusza¢ sie ,,pod prad” na
poczatku odwracamy kierunki krawedzi 1 zapisujemy je w listach SasiedziR. Punkt 2.
realizuje procedura rekurencyjna W glab. Zamiast oznacza¢ krawgdzie powrotne, ktdrych
nalezy uzy¢ jako ostatnich, dla kazdego wierzchotka budujemy stos zawierajacy wszystkie
krawedzie z niego wychodzace 1 wskazujacy kolejno$¢ ich odwiedzania. Krawedzie powrotne
umieszczane sa na samym dnie stosu.

LISTING 1: Algorytm znajdujacy cykl Eulera w grafie skierowanym

procedure W glab (v);
{
Odwiedzony [v] := True;
for each w in SasiedziR [v] do
{
// jes$li w nie byl odwiedzony, to Stos [w] Jjest pusty
// wiec krawedZz w-->v bedzie powrotna (zapamietamy ja
// na samym dnie stosu)



Push (Stos [w], V)
if not Odwiedzony [w] then
W glab (w);

}

procedure Euler;

{
// Sasiedzi [x] zawiera liste wierzcholkow,
// do ktérych prowadza krawedzie z x.

// odwracamy kierunki krawedzi i zapamietujemy Jje
// w listach SasiedziR
for each v in Wierzcholki do
{
for each w in Sasiedzi [v] do
// do listy SasiedziR [w] dodajemy v:
Dodaj (SasiedziR [w], V);
Odwiedzony [v] := False;

}

v := dowolny wierzcholek;
// znalezienie krawedzi powrotnych
W glab (v);

//petla wypisujaca cykl Eulera
while not Empty (Stos [v]) do
{
WriteLn (v, ‘-->', Top (Stos [v]);
v := Pop (Stos [Vv]);

}

Nie ulega watpliwosci, ze przedstawiony algorytm jest liniowy, a wigc optymalny.
Pozostaje jeszcze tylko jedno pytanie: dlaczego dziata? Przyjmijmy, ze wedrujac po grafie
usuwamy odwiedzane krawedzie, tak jak to si¢ dzieje na Listingu 1. Na poczatek zauwazmy, ze
musimy si¢ zatrzyma¢ w wierzcholku v. Wynika to z tego, ze zanim wejdziemy do dowolnego
wierzchotka x r6znego od v, tyle samo krawedzi begdzie wychodzito 1 wehodzito do x. Zatem po
wejsciu do x musi istnie jeszcze mozliwo$¢ jego opuszczenia.

Pozostaje sprawdzi¢, czy w momencie, gdy nie mozemy juz opusci¢ v, wszystkie
krawedzie zostaty odwiedzone. Zauwazmy, ze wtedy mozemy by¢ pewni, Zze usune¢liSmy takze
wszystkie krawedzie wchodzace do v (poniewaz byto ich tyle samo, co wychodzacych). Z
drugiej strony, gdy opuszczamy dowolny wierzcholek x krawedzia powrotna, wiemy, ze
przeszliSmy juz przez wszystkie krawedzie wchodzace do x. W takim razie, jesli wszystkie
krawedzie powrotne wchodzace do v byly juz odwiedzone, to znaczy, ze kazdy wierzcholek
grafu (oprocz v) opuscilisimy juz wczeSniej krawedzia powrotna, bo z kazdego takiego
wierzchotka prowadzita $ciezka do v. W takim razie odwiedziliSmy wszystkie krawedzie w grafie
1 wrociliSmy do punktu wyjscia, 1 o to wtasnie chodzito !



