
WYK�AD 5.

UK�ADY RÓWNA� LINIOWYCH Z MACIERZ�
TRÓJDIAGONALN�

Opiszemy tu pewien wariant realizacji metodyDIVIDE AND CONQUER.
B¦dzie to nam potrzebne przy dalszych naszych zmaganiach z równaniami
ró»niczkowymi.

Niech macierz ukªadu b¦dzie postaci:

(5.1)


d0 b0
a1 d1 b1
. . . . . . .

aM dM


Tak jak poprzednio, przyjmiemy dla uproszczenia zapisu, »e liczba proceso-
rów lp = 5 i zapiszemy ukªad w postaci blokowej: ka»dy wiersz blokowy
odpowiada jednemu procesorowi:

D0 | B0 | · | · | ·
A1 | D1 | B1 | · | ·
· | A2 | D2 | B2 | ·
· | · | A3 | D3 | B3

· | · | · | A4 | D4
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Zakªadamy, »e bloki As, Ds i Bs s¡ wymiaru R+ 1×R+ 1 i »e wiersze i
kolumny w blokach s¡ numerowane od 0 do R; wtedy M = lp(R+1)− 1.

Mno»ymy wiersze przez odpowiednie macierze D−1
s ; otrzymamy:

X0 = X̃0 −D−1
0 B0X1

X1 = X̃1 −D−1
1 A1X0 −D−1

1 B1X2

(5.2) X2 = X̃2 −D−1
2 A2X1 −D−1

2 B2X3

X3 = X̃3 −D−1
3 A3X2 −D−1

3 B3X4

X4 = X̃4 −D−1
4 A4X3
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gdzie X̃s oznacza D−1
s Fs, (pierwsze przybli»enie cz¦±ci rozwi¡zania ukªadu

w procesorze nr. s), za± D−1
s AsXs−1 i D−1

s BsXs+1, to poprawki.
Mamy:

As = as(R+1)e0e
T
R,

Bs = b(s+1)R+seRe
T
0 ,

gdzie e0 i eR, to zerowy i R-ty kolumnowy wersor osi 0 i R.
Dla wyznaczenia poprawek zbudujemy UK�AD SCHURA który teraz

b¦dzie trójdiagonalny, wymiaru 2(lp − 1), to znaczy dla lp = 5, ukªad
Schura b¦dzie miaª wymiar 8 × 8, a jego równania b¦d¡ ponumerowane
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7. Teraz sytuacja jest troche bardziej skomplikowana ni» w
przypadku ukªadu dwudiagonalnego. Musimy ponumerowa¢ zmienne ukªadu
Schura, pooznacza¢ jego wspóªczynniki, oraz ponumeroww¢ jego równania.
Bez zmniejszenia ogólno±ci zrobimy to dla przypadku lp = 5.

ALGORYTM NUMERACYJNY
ZMIENNE

• ZMIENNE PARZYSTE:

Z0 = eT
0X1

Z2 = eT
0X2

Z4 = eT
0X3

Z6 = eT
0X4

· · ·
Z2(lp−1)−2 = eT

0Xlp−1

• ZMIENNE NIEPARZYSTE

Z1 = eT
RX0

Z3 = eT
RX1

Z5 = eT
RX2

Z7 = eT
RX3

· · ·
Z2(lp−1)−1 = eT

RXlp−2
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RÓWNANIA
Przepiszemy równania (5.2) uwzgl¦dniaj¡c postac macierzy As i Bs, oraz
zde�niujemy dwa zbiory wektorów R + 1-wymiarowych:

W s = D−1
s e0 = [ws

0, w
s
1, · · · , w

s
R]

T ,

V s = D−1
s eR = [vs

0, v
s
1, · · · , v

s
R]

T .

Mamy:
X0 + bRV

0 = X̃0

X1 + aR+1W
1eT

RX0 + b2R+1V
1eT

0X2 = X̃1

(5.3) X2 + a2(R+1)W
2eT

RX1 + b3R+2V
2eT

0X3 = X̃2

X3 + a3(R+1)W
3eT

RX2 + b4R+3V
3eT

0X4 = X̃3

X4 + a4(R+1)W
4eT

RX3 = X̃4

Teraz równania 0, 1, 2, 3 z ukªadu (5.3) mno»ymy lewostronnie przez eT
R,

za± równania 1, 2, 3, 4 z ukªadu (5.3) mno»ymy lewostronnie przez eT
0 . Je±li

uwzgl¦dnimy de�nicje zmiennychZs, otrzymamy nieuporz¡dkowany UK�AD
SCHURA:

bRv
0
RZ0 + Z1 = eT

RX̃0

aR+1w
1
RZ1 + b2R+1v

1
RZ2 + Z3 = eT

RX̃1

a2(R+1)w
2
RZ3 + b3R+2v

2
RZ4 + Z5 = eT

RX̃2

a3R(R+1)w
3
RZ5 + b4R+3v

3
RZ6 + Z7 = eT

RX̃3

Z0 + aR+1w
1
0Z1 + b2R+1v

1
0Z2 = eT

0 X̃1

Z2 + a2(R+1)w
2
0Z3 + b3R+2v

2
0z2 = eT

0 X̃2

Z4 + a3(R+1)w
3
0Z5 + b4R+3v

3
0Z6 = eT

0 X̃3

Z6 + a4(R+1)w
4
0Z7

Najªatwiej uporz¡dkowa¢ równania ukªadu Schura, bior¡c pod uwag¦ prawe
strony.
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• Równanie NR. 0: eT
RX̃0

• Równanie NR. 1: eT
0 X̃1

• Równanie NR. 2: eT
RX̃1

• Równanie NR. 3: eT
0 X̃2

• Równanie NR. 4: eT
RX̃2

• Równanie NR. 5: eT
0 X̃3

• Równanie NR. 6: eT
RX̃3

• Równanie NR. 7: eT
0 X̃4

Wida¢, »e równania, z wyj¡tkiem zerowego i ostatniego, s¡ parami przypo-
rz¡dkowane w kolejnym procesorom.

UPORZ�DKOWANY UK�AD SCHURA

SS0Z0 + Z1 = eT
RX̃0

Z0 + SD1Z1 + SB1Z2 = eT
0 X̃1

SA1Z1 + SS1Z2 + Z3 = eT
RX̃1

Z2 + SD2Z3 + SB2Z4 = eT
0 X̃2

SA2Z3 + SS2Z4 + Z5 = eT
RX̃2

Z4 + SD3Z5 + SB3Z6 = eT
0 X̃3

SA3Z5 + SS3Z6 + Z7 = eT
RX̃3

Z6 + SD4Z7 = eT
0 X̃4

WSPÓ�CZYNNIKI
SDs = as(R+1)w

s
0

SBs = b(s+1)R+sv
s
0

SAs = as(R+1)w
s
R

SSs = b(s+1)R+sv
s
R
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ALGORYTM LICZ�CY

1. Najpierw w ka»dym procesorze znajdujemy

• pierwsze przybli»enie X̃s

• wektor W s

• wektor V s

Zauwa»my, »e mo»na to zrobi¢ rozwi¡zuj¡c ukªad równa« z macierz¡
trójdiagonaln¡ Ds i trzema prawymi stronami Fs, e0 i eR.

2. Nastepnie, u»ywaj¡c na przykªad poleceniaMPI_Allgather(), umiesz-
czamy w ka»dym procesorze wszystkie wspóªczynniki SDs, SBs, SAs

i SSs i wszystkie elementy prawej strony równania Schura. Maj¡c
to wszystko rozwi¡zujemy ukªad Schura w ka»dym procesorze, obli-
czamy i wprowadzamy poprawki, wykorzystuj¡c do tego rozwi¡zanie
Z0, Z1, · · · , Z2lp−3 ukªadu Schura, oraz ukªad równa« (5.3), który
zapiszemy w troch¦ wygodniejszej postaci (jak zwykle dla przypadku
lp = 5):

RÓWNANIA DLA POPRAWEK

X0 = X̃0 − bRV
0Z0

X1 = X̃1 − aR+1W
1Z1 − b2R+1V

1Z2

(5.4) X2 = X̃2 − a2(R+1)W
2Z3 − b3R+2V

2Z4

X3 = X̃3 − a3(R+1)W
3Z5 − b4R+3V

3Z6

X4 = X̃4 − a4(R+1)W
4Z7

W ten posób, w ka»dym z procesorów mamy cz¦±¢ rozwi¡zania ukªadu,
która mu przypada w udziale.

3. W razie potrzeby mo»na jeszcze u»y¢ poleceniaMPI_Gather(), aby
skomasowa¢ w jednym z procesorów caªo±¢ rozwi¡zania.
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