WYKLAD 3.

LINIOWE ROWNANIE TRANSPORTU.

(3.1) u; +a'Vu =0
Tutaj:
o u=u(t,x)

e t €[0,T], czas

o x = (T1,%a,**+,Tm) € Q C R™ punkt pzestrzeni
e a=|aj,az-,a,]T € AC R™ zbiér predkosci
o Vu = gradu = [Uy,, Uy, +++ 5 Uy, T
Réwnanie wymaga okreslenia warunkéw poczatkowych w(0,z) = ¢(x) i

pewnych warunkéw brzegowych, ktore zaleza od a.
Najpierw zajmiemy sie przypadkiem jednowymiarowym m = 1:
(3.2) ug(t, ) + aug(t, ) = 0.

Przyjmiemy: t € [0,T], x € Q@ = [0,L], « € [AL, AR]. Przedzial
[AL, AR)] zwykle zawiera 0. Zakladamy, ze wszystkie funkcje sa tak regu-
larne, jak tego bedziemy potrzebowali.

Zauwazmy odrazu, ze
(3.3) u(t,z) = p(x — at);

istotnie przy takiej definicji w, u¢(t, ) = —ad’(x — at), oraz u,(t, r) =
¢'(x — at), a wiec u spetnia rownanie (3.2).

Nasuwa sie pytanie: po co rozpatrywaé takie trywialne zagadnienie,
skoro rozwigzanie mozemy odrazu znalezé¢ znajac warunek poczat-
kowy?

Sa conajmniej dwa powody:



e na ogoél nie dysponujemy wzorem okreslajacym ¢; a nawet,
gdybysmy znali taki wzor to czesto uzycie go mogltoby okazaé
sie by¢ trudniejsze od numerycznej realizacji tego wzoru

e To réwnanie jest czesto czescia sktadowa wiekszego, ztozonego
problemu. Trzeba sposéb jego przyblizonego rozwigzania do-
stosowaé do przyjetego sposobu aproksymmacji zastosowanej
przy rozwigzywaniu calego zadania

e Jesli w realizacji calego problemu zostala uzyta metoda time
splitting (patrz dalsze wyktady), to odwolywanie sie do postaci
wielowymiarowej moze by¢ nie ptrzebne.

Interpretacja geometryczna wzoru (3.3) wyjasnia, dlaczego réwnanie (3.1)
nazywa sie rownaniem transportu. Z biegiem czasu, (gdy ¢ rosnie), wykres
waunku poczatkowgo ¢ przesuwa sie o at, w prawo, gdy o > 0 w lewo, gdy
a < 0: wszystko stoi, gdy a = 0.

a >0 L=>P
a < 0: P=>L

Réwnanie (3.2) rozpatrujemy w prostokacie [0, L] X [0, T

T

0 L
Aby, przynajmniej w przypadku jednwymiarowyn, zorientowaé sie jak
wyglada sprawa warunkéw brzegowych stawianych dla punktow brzegu,
znajdziemy dla rownania (3.2) funkcje t = t(x), taka ze:

v(x) = u(t(x), ) = constans
Latwo policzy¢:

t(x) = f—|—c.
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Otrzymalismy tak zwane krzywe charakterystyczne naszego réwnania (3.2).
W tym przypadku jest to rodzina prostych réwnoleglych, przechodzacych
przez punkt ¢ = ¢ > 0 na (pionowej!) osi czasu t. Funkcje t(x) sa rosnace,
gdy a > 0, malejace gdy a < 0.

T

e
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pN

N
0 L

Rysunek powyzej przedstawia obie sytuacje: ¢ > 01 < 0. Widag, ze jesli
a < 0, to nie mozna dla & = 0 (lewy brzeg prostokata) w punkcie t = ¢
postawi¢ dowolnego warunku brzegowego, poniewaz moze to doprowadzi¢ do
sprzecznosci z warunkiem poczatkowym postawionym dla ¢ = 0. Takiej
sytuacji niema, gdy a > 0. Analogicznie, lecz odwrotnie, gdy chodzi o
warunek brzegowy po stronie prawej.

Whiosek stad taki, ze dla o > 0 warunek brzegowy stawiamy po
lewej stronie, pozostawiajac prawa strone “otwarty”. Odwrotnie
dla a < 0.

SCHEMAT BOX (Przyklad aproksymacji réznicowej.)

Prostokat [0, L] X [0T'] pokrywamy siatka prostokatna o kroku h na osi x,
i kroku 7 na osi t: {t,,xx}, t, = n7, xp, = kh. Na tej siatce utworzymy
funkcje siatkows {uy }, wszystko dla k = 0,1,---, M in =0,1,---,N.
Teraz na tej siatce zbudujemy schemat réznicowy dla réwnania:

(3.2) ut(t, ¢) + auy(t,z) = 0.
Najpierw catkujemy po ’oczku siatki’; to jest po prostokacie
[y Tt1] X [tny Enpa] ¢
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X tn t'n T
(3.3) / o / o uidtde + o / o uydxdt = 0
Tl tn

tn Tk

i stad

(3.4) / T (s ) — w(tn, ©)]dat

Tk

tn+1
ta /t [w(t, Tpi1) — u(t, zx)]dt = 0

Teraz rownanie réznicowo-catkowe (3.4) aproksymujemy, zastepujac caltki
kwadraturami trapezéw. Otrzymamy schemat réznicowy

h aT
Sl ) — (u oy )]+ - [ ) — (i up ™) = 0

Oznaczmy jeszcze:
A=,
h
Poniewaz réwnanie (3.2) jest hiperboliczne !, liczbe A przyjmiemy jako staty
parametr schematu. Teraz po podzieleniu stronami przez % i uporzadkowa-
niu, nasz schemat zapiszemy tak:

(3.5) aqu_‘ll + bu’,:“‘1 = bu’,;”_'_1 +auy, a=1+Xa, b=1— Ao

UWAGI

e Wartosci zmiennych u} traktujemy jako znane. Z réwnania (3.5) wy-
liczamy zmienne uZ"'l. Gdy a > 0 poza warunkiem poczatkowym
ug, k=0,1,---, M musimy zada¢ warunek brzegowy po lewej stro-
nie, ugy, n = 0,1,---, N. Wyliczanie z réwnania (3.5) zaczynamy od

uZill . Gdy a < 0 musimy zada¢ warunek brzegowy po prawej stronie.

., . . . - . . 1
e Warto zauwazy¢, ze wyliczanie "n+1 -szej linni czasowej uZ“L "7 spro-

wadza sie zawsze do podstawiania do wzoru od lewej do prawej, lub od
prawej do lewej (gdy @ < 0). W ten sposob nasz schemat zachowuje sie
jak schemat otwarty (explicit), mimo ze jest schematem zamknietym.

lte sprawe wyjasnimy dalej



e Wiedzac, ze kwadratura trapezéow jest rzedu 2, moznaby oczekiwaé,
ze nasz schemat bedzie rowniez rzedu 2 (patrz wyklad 2). Jednak
"wycisniecie” z tego schematu pelnego rzedu, wymaga tego, aby wynik
na kazdym kroku byl pobierany ze srodka "oczka siatki”, co nie zawsze
jest wygodne. Zwykle wynik pobiera sie z prawego lub lewego gérnego
rogu.

BADANIE RZEDU SCHEMATU

Proponuje zrobienie dwoch zadan. Badanie rzedu nie jest napewno rozkosza.
Ale chyba trzeba co$ takiego przynajmniej raz przezy¢ (7).

ZADANIE 1. Zaktadajac, ze rozwiazanie u(t, ) rownania (3.2) jest przy-
najmniej klasy C? wzgledem kazdej ze zmiennych ¢ i , znajdz rzad schematu
BOX, gdy a > 0, a wynik pobieramy z goérnego prawego rogu oczka siatki.

ZADANIE 2. (troszke trudniejsze) Przy zalozeniu, Ze rozwiazanie u(t, )
réwnania (3,2) jest przynajmniej klasy C® wzgledem obu zmiennych, udo-
wodnij, ze schemat BOX jest rzedu 2, jesli wynik pobieramy ze srodka oczka
siatki.

PROBA STABILNOSCI

To co tutaj zaproponuje jest proba na nie”. To znaczy, ze jesli wynik bedzie
negatywny, to schemat napewno mozna wyrzuci¢ do $mietnika.
Wstawiamy do réwnania schematu w punktach siatki funkcje

(3.6) ul =~y"e % k=0,1,2,---, n=0,1,---, N,

gdzie s jest dowolng liczbg rzeczywista. Nastepnie wyliczamy z otrzymanego
rownania 7. Na ogoét bedzie to liczba zespolona. Jesli okaze si¢, ze dla pewnej
liczby C > 0

(3.7) vl <1+ Cr,

gdzie T jest krokiem czasowym schematu, to schemat mozna zaakceptowac.
W przeciwnym razie napewno trzeba go odrzucic. Nasuwa sie naturalne
pytanie:



CO TO WSZYSTKO ZNACZY?
Wyrazenie, ktore wstawiliSmy do réwnania schematu ujf = vye™** jest
dla odpowiednio dobranego s wyrazem rozwiniecia fourierowskiego dosé do-
wolnej funkcji zaleznej od @y, = hk oraz od t, = ™n. Gdy wstawimy (3.6)
do réwnania schematu i wyliczymy =, (3.6) stanie si¢ wyrazem rozwiniecia
do$é¢ ogodlnego rozwiagzania rownania schematu. Warunkiem poczatkowym
jest e~k (jest to z kolei wyraz rozwiniecia znéw doéé¢ dowolnej funkcji siatko-
wej nie zaleznej od n), zas sposob zachowania sie w czasie calego rozwiazania
okresla v™.
Jesli spelniony jest warunek (3.7), to

(3.8) " < (14 Cr)" < e < T,

poniewaz T = n=20,1,---,N. Stad wynika, ze

T
N?
ug| < eCTle%].

Wynika stad stabilno§é schematu wzgledem warunku poczatkowego (np. li-
czong na siatce norma || -+ ||2) waznej klasy rozwiazan.



