ZLOZONOSC OBLICZENIOWA - WYK. 9
1. Tw. Baker-Gill-Solovay (1975): Istnieja jezyki A i B takie, ze:
PA=NP4 i PP£NPE
Dowdd: Za A wystarczy wzia¢ QBF. Porachujmy:
NP C NPSPACE = PSPACE = P?FF,
Po kolei kroki:

e zamiast pyta¢ wyroczni QBF o stowo, maszyna moze sama obliczy¢
odpowiedz: pytanie jest wielomianowo dtugie, wiec miesci sie w wie-
lomianowej pamieci, a QBF jest rozwiazywalny w wielomianowej pa-
mieci.

e tw. Savitcha,

e ostatnia inkluzja wynika bezposrednio z PSPACE-zupelnosci (w
sensie Karpa) problemu QBF.

e (wiczenie: sprawdzié¢ co sie rozsypuje w tym dowodzie, jesli zamiast
QBF wezmiemy SAT.

Teraz skonstruujemy pewna wyrocznie B i rozwazymy jezyk
L ={1" | pewne stowo w dlugosci n jest w B}.

Po pierwsze, L € NP, bo maszyna moze zgadnaé¢ wlasciwe stowo w.

Deterministyczna maszyna rozpoznajaca L ma problem: moze tylko pytaé
wyroczni o kolejne stowa i nie starczy jej czasu by sprawdzi¢ wszystkie.
Trzeba tylko zaprojektowaé B tak, by faktycznie nie dato sie zrobié nic
madrzejszego.

Wybierzmy enumeracje My, Ms, Ms, ... wszystkich maszyn Turinga z wy-
rocznig, dzialajacych w czasie wielomianowym (wyrocznia nie jest czescia
definicji maszyny), podobnie jak w dowodzie tw. Ladnera. Bedziemy
konstruowaé jezyk B po trochu, oszukujac kolejne maszyny.

Skonstruujemy jezyki By C By C B3--- B idlugosci ny <ns <ng <---
takie, ze:

* B=U;enBi,

° MiBi zle rozpoznaje stowo 17,

o MP zgadza si¢ z M' na stowie 17,
Zaczynamy od By = (). Potem dla i =1,2,...:

e wybieramy n, takie duze, zeby zadna maszyna M; (dla j < ) na
stowie 1™ nie byla w stanie wyprodukowaé zapytania dtugosci n; (to
gwarantuje, ze oszukane wczesniej maszyny nadal sg oszukane), oraz
zeby M; na stowie 1™ dzialala na pewno w mniej niz 2™ krokach.



e uruchom M; z wyrocznia B;_1 na slowie 1™. Zauwazmy, ze ta wy-
rocznia na kazde pytanie dhugosci n; odpowiada negatywnie.

e jesli M; zaakceptowala, to wez B; = B;—1. Wtedy 1™ € L i oszuka-
liSmy maszyne M.

e jesli M; odrzucita, to znajdz slowo w dlugosci n;, o ktére maszyna
M; nie zapytala (takie stowo musi by¢, bo M; zrobila mniej niz 2™
krokéw) i ustal B; = B;—1 U {w}. Wtedy 1™ € L i oszukaliSmy
maszyne M;.

Jezyk B jest obliczalny (w czasie wykladniczym), ale dla tego twierdzenia
to niewazne.

. maszyny ze zrodtem bitéw losowych (probabilistyczne)

e maszyna deterministyczna

e dodatkowa tasma do odczytu, na ktérej tasma porusza sie tylko w
prawo, za kazdym razem o jeden krok

. Redefinicja NP: jezyk K jest w NP jezeli istnieje wielomian p(n) i ma-
szyna M ze 7rodtem bitow, ktora zawsze dziata w doktadnie p(n) krokach,
taka ze:

e we L= 3sc{0,1}1"D. (w,s) € Ly
o w¢ L= As. (w,s) € Ly
Intuicja: stowo jest w L wtw. jakis swiadek to potwierdza.

. Klasa RP, czyli randomized polynomial time: ta sama definicja, ale wa-
runki zmieniaja sie na:

e we L= PrJ(w,s) € Ly]>3
o w¢ L= As. (w,s) € Ly

Intuicja: stowo jest w L jesli co najmniej poltowa $wiadkéw to potwier-
dza. Innymi stowy: losujac swiadka, jesli stowo nie jest w L to na pewno
odrzucimy, a jesli jest w L to zaakceptujemy z prawdopodobienistwem co
najmniej %

Uwaga: Sa maszyny M, ktore nie akceptuja zadnego jezyka w sensie RP.
To, czy dana maszyna jest dobra w sensie RP, jest nierozstrzygalne, nawet
jesli znamy wielomian p(n). Moéwimy, ze klasa RP jest “semantyczna’, a
nie “syntaktyczna”, bo nie mamy tatwo rozpoznawalnego modelu obliczeni,
ktory jej odpowiada. To sie wiaze z tym, ze w RP nie ma probleméw
zupeltnych.

Klasa coRP to dopelnienia jezykéw z RP, czyli te jezyki, w ktorych
akceptujac mamy racje, a odrzucajac mamy racje z prawdopodobienstwem
€O najmnie;j %



5. Fakt: P C RP C NP. Obie inkluzje sa trywialne.

6. Fakt (amplifikacja): w definicji RP liczbe 1 mozna zmieni¢ na dowolna
liczbe ¢ € (0,1), a klasa jezykow pozostanie ta sama.
Dowdd: Niech RP,, bedzie klasg z prawdopodobieristwem bledu p, tj.
taka, gdzie zamiast % jest 1 —p.
Jest jasne, ze jedli p < ¢ to RP, C RP,,.
Pokazemy, ze RP, C RP,>. Dla maszyny M z bledem p konstruujemy
maszyne M’, ktora na tym samym slowie w niezaleznie losuje dwa §wiadki
i akceptuje jesli ktorys z nich zaakceptuje. Maszyna dziala dwa razy dhuzej
(a wiec wielomianowo dtugo), a prawdopodobieristwo bledu spada do p:
mylimy sie tylko jesli btednie odrzucimy, czyli jesli maszyna M blednie
odrzucita dwa razy.

7. Przyktad problemu w coRP to tozsamos¢ wielomianu: czy dany (w jakiejs
niejawnej postaci) wielomian jest tozsamosciowo réowny zeru? Formalnie,
dany jest obwdd arytmetyczny, gdzie kazda bramka wejsciowa odpowiada
zmiennej, a bramki sa typu +, X i unarna bramka —. Pytamy czy powstaly
wielomian jest stale réwny zero. Problem mozna rozwazaé¢ nad cialem
liczb wymiernych, albo jakims skoriczonym cialem. Tak czy inaczej nie
wiadomo czy ten problem jest w P.

8. Lemat Schwartza-Zippela: niech p bedzie niezerowym wielomianem k
zmiennych, calkowitego stopnia d, nad cialem F (skoriczonym lub nie),
niech S bedzie skoniczonym podzbiorem tego ciala i niech r1,...,r; beda
losowo wybranymi elementami S. Wtedy

d
PT[p(Tl, B ark) = O] < .
|S]
Dowdéd: przez indukcje po k. Dla k = 1 to po prostu twierdzenie Bezout:
wielomian stopnia d moze mieé¢ tylko d pierwiastkow.
Dla kroku indukcyjnego, przedstawmy p jako wielomian jednej zmiennej
Xy

d
p(xy,...,zp) = Zwipi(xg, cey Tk)
i=0

Skoro p jest niezerowy, to istnieje ¢ takie ze p; jest niezerowe. Wezmy
najwieksze takie ;. Wtedy a'p; ma stopien najwyzej d, wiec stopienl p; to
co najwyzej d — 1. 7 zatozenia indukcyjnego:
d—1i

1S
Jesli p;i(ra,...,m%) # 0 to p(xy1,7r9,...,7%) jest stopnia i (bo wzieliSmy
najwicksze i), wiec

PT‘[pi(’I"Q,...,Tk) :O] S

Prip(ri,...,m) =0 | pi(re,...,11) 0] < |l§|



Dla kazdych zdarzenn A, B zachodzi
Pr[A] < Pr[B] + Pr[A|B¢],

wiec

Prip(ry,...,rg) = 0] < Prpi(re,...,rt) = 0|+Prp(ri, ..., n) =0 pi(re,. ..

. Lemat Schwartza-Zippela pokazuje, ze problem Czy dany wielomian jest
niezerowy?, przynajmniej nad duzym skonczonym cialem, jest w RP:
$wiadek to losowe warto$ciowanie zmiennych.

Dokladniej: obwodd arytmetyczny o n bramkach definiuje wielomian o
stopniu calkowitym co najwyzej 2". Jedli jest k zmiennych, to wystar-
czy wylosowac k liczb z przedziatu 0..10-2™ (trzeba na to O(k - n) bitow),
obliczy¢ na nich wartosé wielomianu (czyli obliczy¢ obwod) i zaakceptowaé
jesli wyszlo 0. Pomylimy sie z prawdopodobieristwem najwyzej %.

Nad cialem liczb wymiernych pojawia sie dodatkowy problem: jak obliczy¢

wartos¢ wielomianu w czasie wielomianowym? Nawet jesli jest zerowy, to

wartosci posrednie moga by¢ wyktadniczo dlugie. Rozwigzanie: trzeba

wylosowaé liczbe m z przedziatu 2..22" i wszystko liczy¢ modulo m. Jegli

warto$¢ wielomianu Y = p(ry,...,rg) miala wyjsé¢ 0, to modulo m tez

wyjdzie 0. Z kolei jesli wyszla niezerowa, to pokazemy ze z prawdopodo-
1

bienstwem —— nie dzieli sie przez m.
10n

Istotnie, z twierdzenia o liczbach pierwszych, liczba m jest pierwsza z
prawdopodobiefistwem co najmniej 5%1 (Twierdzenie mowi, ze
(n)

n—oon/lnn

gdzie 7(n) to liczba liczb pierwszych mniejszych od n). Z kolei liczba Y
moze mie¢ wartos¢ najwyzej (10-2")2". Liczba jej dzielnikow pierwszych to
najwyzej logarytm z tego, czyli mniej niz 5n2™. Tak wiec losowo wybrane
m jest wérod tych dzielnikow z prawdopodobienistwem najwyzej

5n2™ - 1

22n 10n
Z tego wynika, ze prawdopodobienistwo ze k jest pierwsza i nie jest dziel-
nikiem Y jest co najmniej ﬁ'
No dobra, ale wciaz mylimy sie z prawdopodobieristwem 1— ﬁ. Co dalej?
Wystarczy powtorzy¢ caly algorytm niezaleznie O(n) razy. Pomylimy sie
tylko jesli za kazdym razem sie pomyliliémy. To dziala, bo wiadomo ze

1 1
lim (1 - —)" = -
n—00 n e
wiec dla duzych n prawdopodobienistwo btedu spadnie ponizej 1%, a dalej
juz zwykta amplifikacja.



10.

11.

12.

13.

klasa PP, czyli probabilistic polynomial: tak samo jak RP, ale:

o we L= Pry(w,s) € Ly] >

NI N

cw¢ L= Prs[(w,s) € L]u] <
Intuicja: akceptacja przez glosowanie Swiadkow. Zalety tej klasy:

e symetryczne pomytki

e klasa “syntaktyczna”, i faktycznie ma problem zupelny MAJSAT: czy
dana formuta boolowska jest spelniana przez co najmniej potowe war-
tosciowan?

Wada tej klasy: jest bardzo duza i trudno ja uznaé za klase probleméw
efektywnie rozpoznawalnych. Mianowicie NP C PP. Dowdd: ¢wiczenie.

klasa BPP, czyli bounded probabilistic polynomial: bledy symetryczne, ale
male:

o we L= Pry(w,s) € Ly| >
o w¢ L= Pry[(w,s) € Ly] <

LN 9]

Innymi stowy, prawdopodobienistwo pomytki to co najwyzej % w kazda
strone.

proste fakty jako ¢wiczenia: RP C BPP C PP. Otwarty problem: jak
BPP ma sie do NP? Hipoteza: BPP = P.

Amplifikacja dla BPP: zamiast % mozna wzia¢ dowolna liczbe p € (0, %)

Dowdd: Niech poczatkowe prawdopodobieristwo btedu to p. Zrobmy 2m+
1 niezaleznych eksperymentéw i niech zdecyduje wiekszo$é. Fakt: praw-
dopodobienstwo btedu spada do (4p(1 —p))™. Dlap = i, wychodzi (%)m.
Dowod faktu: niech prawdopodobieristwo sukcesu jakiegos eksperymentu
bedzie ¢ > % Wykonajmy eksperyment niezaleznie 2m + 1 razy. Praw-
dopodobienstwo, ze uzyskamy sukces najwyzej m razy, szacuje si¢ z gory
przez:

m

- (3
=0



