ZLOZONOSC OBLICZENIOWA - WYK. 8

1. Problem osiggalnosci w grafie skierowanym jest NL-zupelny.

Dowdd: Ten dowod juz w zasadzie robilismy. Wezmy jezyk L rozpozna-
walny maszyna niedeterministyczna M w pamieci ¢ - logn. Dla danego
stowa w, wygenerujmy peten graf konfiguracji M na stowie w: po kolei
generujmy wszystkie konfiguracje pamieci roboczej i wypisujmy wszystkie
przejscia z niej. Kazda konfiguracja jest logarytmicznie dtuga, wiec mozna
ja wypisa¢ w pamieci logarytmicznej. Caly graf jest wielomianowo duzy.

Na tym grafie wystarczy rozwigza¢ problem osiggalnosci.

2. Fakt: jesli jakis problem C-zupelny jest w klasie D oraz D jest zamknieta
na sktadanie z funkcjami obliczalnymi w L, to C C D.

Dowdd: Oczywiste.

Whiosek: Jesli osiagalno$é w grafie skierowanym jest w coNL, to NL =
coNL.

3. Twierdzenie Immermana-Szelepcsenyiego (1987): nieosiagalnosé w grafie
skierowanym jest w NL.

Dowdd: Trzeba pokazaé¢ niedeterministyczny algorytm dzialajacy w pa-
mieci logarytmicznej, ktory sprawdza nieosiggalnosé w grafie. Idea: w
NL potrafimy nie tylko sprawdzi¢ osiagalnosé, ale takze policzyé¢ osig-
galne wierzchotki.

o Wyjasni¢, dlaczego nie jest jasne, jak w NL wypisaé wszystkie wierz-
cholki osiagalne z s. Naiwna idea (dla kazdego wierzchotka sprobuj
zgadnag $ciezke) nie dziata, bo nieosiagalny wierzchotek od razu kon-
czy obliczenie i odrzuca.

e Najpierw taki algorytm w NL: majac dane liczby k i ¢, wypisz ¢

roznych wierzchotkéw osiggalnych z wierzchotka startowego s w k
krokach i zaakceptuj, albo - jesli osiggalnych wierzcholkéw jest mniej
niz q - odrzugé.
Rozwigzanie: Taka petla: najpierw ustal licznik wypisanych na 0,
potem dla kazdego wierzchotka w grafie, niedeterministycznie: albo
go zignoruj, albo zgadnij $ciezke do niego z v, wypisz i inkrementuj
licznik, a kiedy przekroczy ¢, zaakceptuj.

e Teraz glowny trik: korzystajac z powyzszego algorytmu, indukcyjne
obliczamy gy, liczby wierzchotkéw osiagalnych z s w k krokach.
Rozwigzanie: Oczywiscie qo = 1. Majac dane ¢, obliczamy g1
tak: ustal gr41 na 1 (s jest zawsze osiagalny), potem dla wszystkich
wierzchotkéw v po kolei zrob taka petle: dla kazdej krawedzi (u,v)
wypisz q; wierzchotkéw osiggalnych w k krokach. Jezeli kiedykolwiek
wypisates odpowiednie u, to inkrementuj qx1.

Uwaga: to jest niedeterministyczny algorytm (bo wypisywanie jest
niedeterministyczne), ale jesli akceptuje, to zawsze wypisuje te same



wierzchotki. Dlatego nasz algorytm, w obliczeniach akceptujacych,
zawsze obliczy dobre wartosci gg.

e Teraz juz tatwo. Jak?

Rozwigzanie: Oblicz q, i wypisz odpowiednig liczbe wierzchotkow
osiagalnych w n krokach. Jesli wypisates wierzchotek docelowy, to
odrzué, w przeciwnym razie akceptuj.

4. Pytanie: Dlaczego ten sam trick nie dziala w dowodzie ze NP=coNP?
Dlaczego nie umiemy pokazaé¢ ze np. SAT jest w coNP?

Odpowiedz: Powyzszy argument opiera sie na zliczaniu: umiemy w NL
nie tylko sprawdzié¢ osiggalno$é, ale i policzyé¢ liczbe wierzchotkéw osia-
galnych. Tymczasem nie umiemy, nawet niedeterministycznie, policzy¢ w
czasie wielomianowym spetniajacych wartosciowan danej formuty. Proste:
takich wartosciowan moze by¢ wyktadniczo wiele, wiec gdybysmy chcieli
je liczy¢ “po jednym”, to nie zmie$cimy sie w wielomianowym czasie.

5. Cwiczenie: wniosek z tw. Im-Szel: dla kazdej funkcji pamieciowo kon-
struowalnej S(n) > logn,

NSPACE(S(n)) = coNSPACE(S(n))

Jest to ilustracja techniki zwanej paddingiem.

6. Tw. Ladnera (1975): jesli P # NP, to istnieje problem, ktory nie jest w
P i nie jest NP-trudny wzgledem redukcji w czasie wielomianowym.

Dowdd: Zaktadajac ze SAT ¢ P pokazemy jezyk L € NP, taki ze:
e [ nie jest w P i
e SAT nie redukuje sie do L w czasie wielomianowym.
Wybierzmy enumeracje:

o M, My, M3, ... maszyn Turinga taka, ze M; dziala w czasie O(n?) i
kazdy jezyk w P jest rozpoznawany przez ktoéras M;.

Jezyk L bedzie jezykiem SAT spaddowanym na tyle, zeby przestal by¢
NP-zupelny, ale nie az na tyle, zeby byt w P. Definicja bedzie taka:
L= {w0l* | |w| + k+ 1= f(Jw|),w € SAT}
dla funkeji f(n), ktora definiujemy przez indukcje takim programem:
(a) wezi=1in=1.
(b) ustal f(n) = n'.

(c) jesli istnieje stowo w o dlugosei < logn takie ze M; zle rozpoznaje
nalezenie w do L, to i : =4+ 1.

(d) n:=n+1; przejdz do kroku (b).



Fakt 1: Mozna sprawdzi¢ w czasie wielomianowym, czy stowo jest wtasci-
wej postaci (tj. czy ma odpowiednio wiele jedynek). Dowdd: Aby obliczyé
f(n) robimy n obrotow petli, w kazdym obrocie sprawdzamy wielomia-
nowg liczbe stow (logarytmicznej dlugosci), a na kazdym stowie urucha-
miamy maszyne M;, ktora dziata w czasie O(logi n), a tyle czasu mamy, bo
wejécie ma mieé¢ dtugosé f(n) > n' (ewentualnie przerywamy wykonanie
M; i odrzucamy, jesli jedynek jest za malo).

Fokt 2: L ¢ P. Dowdd: Gdyby L € P, to ktora§ maszyna M; rozpozna-
walaby L, wiec od pewnego momentu f(n) = n’. Ale wtedy istniataby
redukcja w czasie wielomianowym z SAT do L, wiec SAT bylby w P,
sprzecznosc.

Pokazalismy przy tym, ze funkcja f jest (rosnaca i) nieograniczona z gory.

Fakt 3: L nie jest NP-zupelny. Dowdd: Zat6zmy, ze SAT redukuje sie do
L za pomoca funkcji g obliczalnej w czasie n¥. Pokazemy wielomianowy
algorytm dla SAT.

Wiemy, ze istnieje ng takie, ze dla n > ng mamy f(n) > n*. Dla formut o
dtugosci mniejszej niz ng spelialnos$é stablicujmy. Dla formuty ¢ dtugosci
n > ng, rozwazmy stowo g(¢); ma ono dtugosé co najwyzej n*. Jesli g(¢)
nie jest postaci ¢011...1, to nie jest w L i odrzucamy ¢. Jesli jest tej
postaci 1 jedynek jest tyle ze |g(¢)| = f(|¢)]), to wiemy ze v jest w SAT
wtw. gdy ¢ jest w SAT.

Teraz: jesli ¢ jest krotsza niz ng to jej speinialno$é mamy stablicowana.
Jesli jest dtuzsza to |¢*| > |g(o)| = f(|¥]) > [v|*, wiec 1 jest krotsza niz
¢ 1 mozna ten algorytm zaaplikowaé¢ w petli az dhugo$é formuly spadnie
ponizej ng. To daje wielomianowy algorytm dla SAT.

. Problemy CSP i hipoteza o dychotomii.

. Duzo dowoddéw w teorii ztozonosci uzywa maszyn Turinga jako czarnych
skrzynek. Dowody sa postaci:

e Zalézmy, ze istnieje maszyna M dzialajaca w czasie ..., rozpoznajaca

e Zrobmy z niej maszyne M’ ktora wykona M wiele razy w petli .. .

e ...a potem zaneguje wynik, wykona sie na kazdej maszynie Turinga

e w koricu dostajemy maszyne M, o ktorej wiadomo ze nie moze
istnie¢, wiec M nie istnieje.
Takie dowody sie relatywizujag, tzn. dzialaja takze wtedy, jesli kazda ma-
szyna na $wiecie ma dostep do pewnej ustalonej wyroczni.

Przyktady dowodoéw relatywizujacych sie: twierdzenie Turinga o nieroz-
strzygalnosci, twierdzenia o hierarchii, twierdzenia o luce, twierdzenia



Ladnera, Immermana-Szelepcsenyiego, Savitcha... 7 drugiej strony, roz-
maite dowody oparte na obwodach sie nie relatywizuja (bo nie jest jasne
co to w ogole jest wyrocznia dla obwodu).

Kolejne twierdzenie pokazuje, ze zadnym rozumowaniem, ktore sie relaty-
wizuje, nie mozna rozstrzygnaé problemu P vs. NP.
. Tw. Baker-Gill-Solovay (1975): Istnieja jezyki A i B takie, ze:
PA=NP* i PZ£NPPE
Dowdd: Za A wystarczy wziaé QBF. Porachujmy:
NP®F C NPSPACE = PSPACE = P?°F,

Po kolei kroki:

e zamiast pyta¢ wyroczni QBF o stlowo, maszyna moze sama obliczy¢
odpowiedz: pytanie jest wielomianowo dlugie, wiec miesci sie w wie-
lomianowej pamieci, a QBF jest rozwiazywalny w wielomianowej pa-
mieci.

e tw. Savitcha,

e ostatnia inkluzja wynika bezposrednio z PSPACE-zupelnosci (w
sensie Karpa) problemu QBF.

e ¢wiczenie: sprawdzié¢ co sie rozsypuje w tym dowodzie, jesli zamiast
QBF wezmiemy SAT.

Teraz skonstruujemy pewna wyrocznie B i rozwazymy jezyk
L ={1" | pewne stowo w dlugosci n jest w B}.

Po pierwsze, L € NP, bo maszyna moze zgadnaé¢ wlasciwe stowo w.

Deterministyczna maszyna rozpoznajaca L ma problem: moze tylko pytaé
wyroczni o kolejne stowa i nie starczy jej czasu by sprawdzi¢ wszystkie.
Trzeba tylko zaprojektowaé¢ B tak, by faktycznie nie dalo sie zrobi¢ nic
madrzejszego.

Wybierzmy enumeracje My, Ma, Ms, ... wszystkich maszyn Turinga z wy-
rocznia, dzialajacych w czasie wielomianowym (wyrocznia nie jest czescia
definicji maszyny), podobnie jak w dowodzie tw. Ladnera. Bedziemy
konstruowaé jezyk B po trochu, oszukujac kolejne maszyny.

Skonstruujemy jezyki B C By C Bs--- B i dlugosci ny <ng <ng <---
takie, ze:

o B=J,en Bi,
° MZB zle rozpoznaje stowo 1™,

o MP zgadza sie z MlB na stowie 1.



Zaczynamy od By = 0. Potem dlai=1,2,...:

e wybieramy n; takie duze, zeby zadna maszyna M; (dla j < i) na
stowie 1™ nie byla w stanie wyprodukowaé zapytania dtugosci n; (to
gwarantuje, ze oszukane wczesniej maszyny nadal sg oszukane), oraz
zeby M; na slowie 1™ dzialala na pewno w mniej niz 2™ krokach.

e uruchom M; z wyrocznia B;_; na stowie 1™. Zauwazmy, ze ta wy-
rocznia na kazde pytanie dhugosci n; odpowiada negatywnie.

o jesli M; zaakceptowala, to wez B; = B;—1. Wtedy 1" € L i oszuka-
liSmy maszyne M.

e jesli M; odrzucita, to znajdz stowo w dtugosci n;, o ktére maszyna
M; nie zapytala (takie stowo musi by¢, bo M; zrobila mniej niz 2™
krokow) i ustal B; = B;—1 U{w}. Wtedy 1" € L i oszukali$émy
maszyne M;.

Jezyk B jest obliczalny (w czasie wykladniczym), ale dla tego twierdzenia
to niewazne.



