ZLOZONOSC OBLICZENIOWA - WYK. 7

1. Redukcje.
e Idea: problem A redukuje sie¢ do B jezeli wiemy jak, umiejgc zrobié¢
B, latwo zrobi¢ A.
e Jesli B jest tatwy, to A jest tatwy.
e Jesli A jest trudny, to B jest trudny.

2. Redukcja w sensie Turinga:

e Maszyna Turinga M z wyrocznig dla jezyka K:
— osobna tasma do zapisywania zapytan dla wyroczni (tylko do
zapisu, tj. glowica chodzi tylko w prawo)
— specjalny stan g2 do pytania wyroczni
— po wejsciu w stan g, pierwsza komorka tasmy zapytan jest nad-
pisywana przez 0 lub 1, zaleznie od tego czy slowo na tasmie
zapytan nalezy do K. Glowica na tasmie zapytan przeskakuje
na poczatek tasmy.
e jezyk L redukuje sie do K jesli istnieje maszyna M z wyrocznia dla
K, ktora rozpoznaje L.

e ograniczajac zasoby maszynie M mozna méwié o redukeji w czasie
wielomianowym, pamieci logarytmicznej itd.

3. Redukcja w sensie Karpa:

e jezyk L C ¥* redukuje sie do K C I'* jesli istnieje funkcja obliczalna
(w czasie wielomianowym, pamieci logarytmicznej itd.) f: ¥* — I'*
taka, ze w € L < f(w) € K.

4. Fakt: jesli L redukuje si¢ do K w sensie Karpa, to w sensie Turinga tez
(przy tych samych ograniczeniach zasobow).
Dowdd: wezmy maszyne obliczajaca funkcje f. Potraktujmy ja jako ma-
szyne z wyrocznig, ktéra na sam koniec zadaje jedno pytanie.

5. Ktore pojecie redukcji jest lepsze?

e redukcja Turinga lepiej odpowiada intuicji, np. jesli umiemy szukaé
cykli Hamiltona w podanych grafach, to potrafimy tatwo szukac cykli
Hamiltona w dwdch podanych grafach.

e redukcje Turinga czasem zbyt tatwo znalezé, np. pozwala zredukowaé
jezyk do jego dopelienia, co zaciera réznice miedzy NP i coNP.

e w praktyce umiemy pokazywaé redukcje Karpa, wiec skoro jest trud-
niejsza, to stosujemy to pojecie.

e na tej samej zasadzie, wolimy redukcje w pamieci logarytmicznej niz
w czasie wielomianowym.



. Jezyk L jest C-zupetny (ze wzgledu na redukcje Karpa w pamieci logaryt-
micznej) jesli:
e L€, oraz

e kazdy jezyk w klasie C redukuje sie do L w sensie Karpa w pamieci
logarytmicznej (czyli L jest C-trudny.

. To zadziwiajace, ze problemy zupeine w ogole istnieja.
. Twierdzenie Cooka: Problem SAT jest NP-zupelny.

e SAT: dla danej formuty zdaniowej ze zmiennymi (zapisanej infiksowo
z pelnym nawiasowaniem, zmienne jako ich numery) stwierdzi¢, czy
jest spelnialna.

e Dowdd: Po pierwsze, SAT € NP: zgadujemy warto$ciowanie spel-

niajace.
Teraz trudno$é: Dla danego jezyka L rozpoznawalnego niedetermi-
nistyczng maszyna M w czasie ograniczonym przez wielomian p(n)
podajemy, jak w pamieci logarytmicznej ze stowa w skonstruowaé
formute ¢ taka, ze w € L wtw. ¢ jest spelnialna.

Sa trzy rodzaje zmiennych:

— tien: W kroku n w miejscu tasmy i jest litera c.

— S¢n: W kroku n maszyna jest w stanie gq.

— gin: W kroku n glowica jest na pozycji :.
Tych zmiennych jest wielomianowo wiele: zmiennych ¢ i g jest O(p?(n)),
zmiennych s tylko O(p(n)).
Formuta to (wielomianowo) wielka koniunkcja rzeczy do sprawdzenia:

— poczatkowa zawartos$¢ tasmy, pozycja gtowicy i stan sg takie jak
trzeba:
ngO A qo1 A thwl ANRRRAN tnOwn

— najwyzej jeden stan na raz
/\ /\ (mSqn V 7Sqrn)
1<n<p(n) ¢7#4d’

— najwyzej jedna pozycja gtowicy na raz (g, — —g;n dla i # j)
— najwyzej jeden symbol na raz w jednym miejscu

— symbol sie nie zmienia jesli glowica jest w innym miejscu

/\ /\ /\ Gin Nticn = tit1)en

i#j noc

— mozliwe przejécia:

(tien A Sqn A gin) — \/(t(i:tl)c’(nJrl) A Sgr(n41) N 9(i1) (n41))
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— akeeptacja: \/ cq, Sqp(n)-
Z tych definicji od razu widaé ze te formute mozna wypisa¢ w pamieci
logarytmicznej.

Problem HORNSAT: spelialno$é¢ formut CNF, w ktorym kazda klauzula
ma co najwyzej 1 literal pozytywny.

Fakt: HORNSAT jest P-zupelny (ze wzgledu na redukcje w pamieci loga-
rytmicznej).

Dowdd: Problem jest w P (saturacja a’la Prolog). Trudnosé: jesli w do-
wodzie tw. Cooka maszyna M jest deterministiczna, to wszystko wyglada

tak samo, ale nie ma duzej alternatywy w przedostatnim punkcie. Wtedy
cala formuta jest w postaci HORN-CNF.

Cwiczenie: klasa polyL nie ma probleméw zupelych ze wzgledu na re-
dukcje w L. Wniosek: P # polyL.

Prawie kazdy problem w L jest L-zupelny.
Problem QBF jest PSPACE-zupelny.

e Problem QBF: dana formuta zdaniowa z poumerowanymi zmiennymi
o(x1,...,x). Rozstrzygnaé, czy prawdziwe jest zdanie

3$1.V$2.3.’L’3V$4. te ¢(1‘1, ce ,l’k).

e Uwaga: problem pozostaje PSPACE-zupelny nawet jesli ograni-
czymy ¢ do postaci CNF. Dowod jest troche trudniejszy, ale podobny.

Dowdd: Najpierw pokazmy QBF € PSPACE: instancje mozna potrak-
towacé jako obwod logiczny (bramki binarne) o liniowej glebokosci. Mozna
ten obwdd przejrzeé¢ backtrackingiem, ze stosem liniowej gltebokosci.

Teraz PSPACE-trudnosé. Stosujemy ten sam trik co w dowodzie tw.
Savitcha. Niech jezyk L bedzie rozpoznawalny maszyna M w pamieci
wielomianowej. Niech p(n) bedzie takim wielomianem, ze konfiguracje
maszyny M na stowie dltugosci n mozna zakodowaé¢ w p(n) bitach.

Dla danego stowa w dtugosci n, dla kazdej liczby naturalnej ¢ napiszemy
formute ¥;(z1,...,2pm), Y15 - - Yp(n)) Prawdziwa doktadnie wtedy, gdy z
konfiguracji zakodowanej bitami  mozna sie dosta¢ do konfiguracji zako-
dowanej bitami y za pomoca co najwyzej 2¢ krokéw maszyny M. Skoro
konfiguracji jest 2P(")| to maszyne M mozna przethumaczy¢ na formute
Yp(n) (T, 9) gdzie T to wektor kodujacy konfiguracje poczatkows, a y kori-
cowa,.

Formule ¢o(Z,y) napisac¢ tatwo; albo z = g albo § mozna uzyskaé z T
jednym krokiem maszyny M, co sie zapisuje (dluga) formula zdaniowa,
bez kwantyfikatorow. Te formute mozna wypisa¢ w pamieci logarytmicz-
nej: wystarczy w licznikach trzymaé pozycje glowic i tam manipulowaé
konfiguracjami, a poza tym wypisywa¢ same rownosci miedzy T i §.
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Naiwny pomyst: ¢;11(Z,7) = 32.(¢:(T, 2) A ¢;(Z,7)). To nie dziala, bo
formuta rosnie wyktadniczo. Sprytny trik to uzyé¢ formuty ¢; tylko raz:

Gi1(T,7) =FTZNFVL(F=TAt=2)V (F=2 Nt =7) — ¢;(F,1))

To nie jest w postaci QBF, ale kwantyfikatory w ¢; mozna przesunaé
na poczatek, jezeli zadbamy zeby za kazdym razem kwantyfikowaly po
$wiezych zmiennych (np. indeksujac je poziomami ).

Pytanie jak te formule wypisa¢ w pamieci logarytmicznej? (Uwaga: przy
PSPACE zwykle jednak rozluzniamy rygory i pozwalamy na redukcje w
P)

e najpierw blok kwantyfikatorow (zmienne indeksowane poziomami %),

e potem blok takich samych prefiksow zdaniowych (na poczatku trzeba
porownac z konfiguracjami poczatkowymi i konicowymi)

e na koricu formuta ¢g i nawiasy zamykajace.

Fakt: jesli jaki§ problem C-zupelny jest w klasie D oraz D jest zamknieta
na sktadanie z funkcjami obliczalnymi w L, to C C D.

Dowdd: Oczywiste.

Whiosek: Jesli osiagalno$é w grafie skierowanym jest w coNL, to NL =
coNL.

Twierdzenie Immermana-Szelepcsenyiego: nieosiagalno$é w grafie skiero-
wanym jest w INL.

Dowdd: Trzeba pokazaé¢ niedeterministyczny algorytm dzialajacy w pa-
mieci logarytmicznej, ktory sprawdza nieosiagalnosé w grafie. Idea: w
NL potrafimy nie tylko sprawdzi¢ osiagalnosé, ale takze policzy¢ osia-
galne wierzchotki.

e Najpierw taki algorytm w NL: majac dane liczby k i ¢, wypisz ¢

roznych wierzchotkéw osiagalnych z wierzchotka startowego s w k
krokach i zaakceptuj, albo - jesli osiggalnych wierzcholtkéw jest mniej
niz q - odrzugé.
Rozwigzanie: Taka petla: najpierw ustal licznik wypisanych na 0,
potem dla kazdego wierzcholka w grafie, niedeterministycznie: albo
go zignoruj, albo zgadnij Sciezke do niego z v, wypisz i inkrementuj
licznik, a kiedy przekroczy ¢, zaakceptuj.

e Teraz glowny trik: korzystajac z powyzszego algorytmu, indukcyjne
obliczamy gy, liczby wierzchotkéw osiagalnych z s w k krokach.
Rozwigzanie: Oczywiscie qo = 1. Majac dane ¢, obliczamy g1
tak: ustal gr1+1 na 1 (s jest zawsze osiagalny), potem dla wszystkich
wierzchotkéw v po kolei zrob taka petle: dla kazdej krawedzi (u,v)
wypisz g wierzchotkow osiggalnych w k krokach. Jezeli kiedykolwiek
wypisates odpowiednie u, to inkrementuj qx1.



Uwaga: to jest niedeterministyczny algorytm (bo wypisywanie jest
niedeterministyczne), ale jesli akceptuje, to zawsze wypisuje te same
wierzcholki. Dlatego nasz algorytm, w obliczeniach akceptujacych,
zawsze obliczy dobre wartosci qy.

e Teraz juz tatwo. Jak?
Rozwigzanie: Oblicz ¢, 1 wypisz odpowiednia liczbe wierzchotkéw
osiggalnych w n krokach. Jesli wypisates wierzchotek docelowy, to
odrzué, w przeciwnym razie akceptuj.

15. Pytanie: Dlaczego ten sam trick nie dziala w dowodzie ze NP=colNP?
Dlaczego nie umiemy pokazaé¢ ze np. SAT jest w coNP?

Odpowiedz: Powyzszy argument opiera sie na zliczaniu: umiemy w NL
nie tylko sprawdzié¢ osiggalno$é, ale i policzyé¢ liczbe wierzchotkéw osia-
galnych. Tymczasem nie umiemy, nawet niedeterministycznie, policzy¢ w
czasie wielomianowym spetniajacych wartosciowan danej formuty. Proste:
takich wartosciowan moze by¢ wyktadniczo wiele, wiec gdybysmy chcieli
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je liczy¢ “po jednym”, to nie zmiedcimy sie w wielomianowym czasie.



