ZLOZONOSC OBLICZENIOWA - WYK. 6

1. Maszyny niedeterministyczne:
e definicja jak zwykle, ale relacja przejscia zamiast funkcji czesciowej:
0CRxI'xQxTx{L,R,Z}

e poza tym nie ma stanoéw odrzucajacych (sa niepotrzebne)

e relacja przejscia na konfiguracjach: jak w deterministycznych maszy-
nach

e bieg maszyny: ciag konfiguracji zgodny z relacja przejscia

e maszyna akceptuje stowo w jesli istnieje na tym stowie bieg akceptu-
Jacy

e maszyna dziala w czasie f(n) jesli kazdy bieg (niekoniecznie ten ak-
ceptujacy) zatrzymuje sie po f(n) krokach. Analogicznie dla pamieci,
przy czym wymagamy dodatkowo wtasnosci stopu.

e klasy NTIME(f(n)), NSPACE(f(n))

e NL = NSPACE(log(n)), NP = |J, .y NTIME(n*), NPSPACE =
Upreny NSPACE(nF).

2. Alternatywna definicja NP, czyli model ze $wiadkami

e Relacja R to jezyk stow postaci v$w, dla v,w € X* 1 § szczegdlnego
symbolu

e Relacje nazywamy wielomianowg, jesli:

— Re P, oraz

— istnieje wielomian p taki ze v$w € R implikuje |w| < p(|v]).
e 3R = {v | Jw.v$w € R}.

o Tuwierdzenie: L € NP wtw. istnieje wielomianowa relacja R taka, ze
L =3R.

e Dowdd: z prawa w lewo: jesli istnieje relacja R, to zrobmy ma-

szyne, ktora za slowem wejsciowym wypisze (niedeterministycznie)
dowolne stowo dtugosci p(n) (wszystkie wielomiany sa czasowo kon-
struowalne), a potem uruchomi (deterministyczna) maszyne spraw-
dzajaca relacje R.
Z lewa w prawo: niech L bedzie rozpoznawalny maszyna niedetermi-
nistyczna M w czasie p(n). Bez utraty ogdlnosci zatozmy, ze relacja
przejscia M ma stopien wyjsciowy < 2. (Kazda maszyne mozna prze-
tlumaczy¢ na taka, spowalniajac obliczenia liniowo.) To znaczy, ze
na kazdym akceptowanym stowie v istnieje ciag wyboréw dlugosci
co najwyzej p(|v]), ktory determinuje bieg akceptujacy. Stowa wraz
z kodowaniami akceptujacych biegéw bierzemy jako relacje R. Jest
to relacja wielomianowa, w szczegolnosci jest rozpoznawana maszyna
deterministyczna w czasie wielomianowym.



. Cwiczenie: wymysli¢ analogiczny model dla NL. Uwaga: $wiadki dtugosci
logarytmicznej to gtupi pomyst!

. Dla kazdej klasy C, klasa coC to dopelnienia jezykow z klasy C. Klasy de-
terministyczne (np. L, P, PSPACE) sa w trywialny sposob rowne swoim
ko-klasom, ale dla klas niedetrministycznych sprawa nie jest taka prosta.
Zmany problem otwarty: czy NP = coNP?

. DTIME(f(n)) C NTIME(f(n)), DSPACE(f(n)) C NSPACE(f(n)).
Dowdd: Trywialne, bo kazda maszyne deterministyczng mozna traktowaé
jako niedeterministyczna.

. NTIME(f(n)) C DSPACE(f(n)), oile f(n) pamieciowo konstruowalna.

Dowdd: Zajmij f(n) pamieci roboczej i generuj tam po kolei wszystkie
stowa. Kazde kolejne stowo traktuj jako ciag wyboréow dla maszyny niede-
terministycznej, dla kazdego stowa symuluj ja w pamieci roboczej (uzyjesz
jej tylko O(f(n)), bo symulowane obliczenie jest takie dtugie). Po kazdym
slowie mozesz zresetowaé pamie¢ robocza (poza ciagiem wyborow).

. NSPACE(f(n)) C .cy DTIME(cf (W +logm) jegli f(n) pamieciowo kon-
struowalna.
Dowdd: Wezmy niedeterministyczng maszyne M dzialajaca w pamieci
f(n). Bez utraty ogodlnosci mozna zalozy¢, ze tasm roboczych jest 1.
Konfiguracje takiej maszyny na ustalonym slowie wejsciowym |w| = n
mozna reprezentowaé jako:

e zawarto$¢ tasmy roboczej (|T'|/(™) mozliwosci),

e pozycje glowicy na tasmie roboczej (f(n) mozliwosci),

e pozycja glowicy na tasmie wejsciowej (n mozliwosci),

stan (stala liczba mozliwosci).

W sumie jest df(")+1°g" konfiguracji, dla pewnej stalej d.

Sprawdzenie, czy M rozpoznaje stowo w, to problem osiggalnosci w skiero-
wanym grafie konfiguracji. Istnieje wielomianowy (kwadratowy) algorytm
na osiggalnosé¢ w grafie skierowanym.

Uwaga: mozna wygenerowaé i zapisaé caly graf na tasmie, ale nie jest
to potrzebne: wystarczy tylko konstruowaé liste konfiguracji osiagalnych,
a dla danej konfiguracji umieé¢ rozstrzyga¢, ktore sg z niej bezposrednio
osiagalne. W tym celu czasem trzeba zagladaé¢ na odpowiednie miejsce
tasmy wejsciowej, bo tasma wejsciowa nie jest zapisana w konfiguracji.

. wnioski: L € NL € P C NP C PSPACE. Myslimy ze wszystkie
inkluzje sa ostre, ale wiemy tylko ze ktora$ jest ostra (z tw. o hierarchii
pamieciowej).
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Rozwazmy problem osiagalnosci, gdzie graf skierowany jest reprezento-
wany jako lista krawedzi (albo macierz incydencji, to nie ma znaczenia).
Fakt: problem osiagalnosci jest w NL. Dowdd: maszyna pamieta aktu-
alny wierzchotlek i zgaduje nastepny. Ewentualnie: $wiadek to $ciezka w
grafie (uwaga: tu trzeba zrobi¢ wczesniejsze ¢wiczenie!)

Twierdzenie: osiggalno$¢ w grafie skierowanym jest w DSPACE(log2 n).

Dowdd: Rozwazamy problem PATH (x,y,4): czy wierzchotek y jest osia-
galny z x Sciezka dtugodci co najwyzej 2¢? Aby to rozwiazaé, przegladamy
wszystkie wierzcholki z i dla kazdego pytamy, czy PATH(x,z,y — 1) i
PATH(z,y,i—1). W tym celu musimy zbudowa¢ stos, na ktorym odkla-
damy trojki (x,y,i). Kazda trojka ma rozmiar logn i jest ich logn, wiec
w sumie uzyjemy O(log?n) pamieci.

Twierdzenie Savitcha (1970): Dla kazdej funkcji pamieciowo konstruowal-
nej nie mniejszej niz log n, mamy NSPACE(f(n)) C DSPACE(f(n)?).

Dowdd: Dla danej niedeterministycznej maszyny M dziatajacej w pamieci
f(n), uruchamiamy algorytm z poprzedniego twierdzenia na grafie kon-
figuracji M na danym stowie wejsciowym. Skoro f(n) > logn, to ten
graf ma d/ (™) wierzchotkow (i stopien wyjsciowy ograniczony przez stala).
Z poprzedniego twierdzenia, osiggalno$¢ w tym grafie mozna obliczy¢ w
pamicei O(log(d! ")) = O(f(n)?)

Samego grafu nie wypisujemy, tylko sprawdzamy poszczegdlne krawedzie
na dnie rekursji. Pamieciowa konstruowalno$é jest po to, by ograniczyé
rozmiary sprawdzanych konfiguracji z i poczatkowa liczbe i.

Whioski: NPSPACE = PSPACE = coNPSPACE.

Za dwa tygodnie bedzie twierdzenie Immermana-Szelepcsenyiego (1987):
NL = coNL. Wszystko to razem sugeruje, ze niedeterminizm ma mniej-
szy wplyw na zlozonosé pamieciowa niz czasowa (bo nikt nie podejrzewa
ze NP = coNP), ale uwaga: nikt tez nie podejrzewa ze L = NL!



