ZLOZONOSC OBLICZENIOWA - WYK. 5

1. Jezyk parzystosci PARITY: jezyk tych stow na alfabetem binarnym, w
ktorych jest parzysta liczba jedynek.
Fakt: PARITYe NC'. Latwy obwod zliczajacy jedynki modulo 2.
Twierdzenie: PARITY¢ ACY.

Dowdd: Rozwazmy cialo Zs = {—1,0,1} i wielomiany nad nim. Wielo-
mian n zmiennych p : Z§ — Z nazywamy stusznym jesli dla argumentow
z {0,1}" daje wyniki w {0,1}. Taki wielomian definiuje funkcje boolow-
ska z n zmiennych. Stopiern catkowity wielomianu p to maksymalna suma
wykladnikow w jakim$ jednomianie w p.

Ustalmy glebokosé d € N. Pokazemy, ze PARITY nie da sie rozpoznaé
(nawet niejednorodnym) ciagiem wielomianoéw glebokosci d i rozmiarze
wielomianowym. Ogolna idea jest taka: kazdy obwod da sie przyblizy¢
stusznym wielomianem niskiego stopnia, a funkcji parzystosci nie da sie
przyblizy¢ zadnym wielomianem niskiego stopnia.

Formalnie, pokazemy dwa lematy:

Lemat 1: Dla dowolnej liczby naturalnej ¢ > 0, dla odpowiednio duzych
n, dla kazdego obwodu C' o n bramkach wejSciowych i o glebokosci d
istnieje stuszny wielomian p o n zmiennych, o stopniu catkowitym (2t)¢,
ktory daje wyniki rozne od C na co najwyzej %2" zestawach danych
wejsciowych. (|C| to liczba bramek w C.)

Uzyjemy tego lematu, podstawiajac ¢ = % %/n. Dostaniemy wtedy, ze
kazdy obwod C' da sie przyblizy¢ wielomianem stopnia y/n, ktory rozni sie
od C na co najwyzej
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zestawach danych wejsciowych. Jesli |C| jest wielomianowe wzgledem n,
to powyzszy ulamek dazy do 0. To nam da oczekiwany wynik dzieki
drugiemu lematowi:

2n

Lemat 2: Dla odpowiednio duzych n, kazdy wielomian n zmiennych stop-
nia catkowitego y/n rozni sie od funkeji parzystosci na co najmniej ﬁQ”

zestawach danych wejéciowych.
Z obu lematéw dostajemy, ze ewentualny obwdd gtebokosci d rozpozna-

2d,
jacy funkcje parzystosci musi mie¢ Q(v/2 ﬁ) bramek, czyli wiecej niz
wielomianowo wiele.

Teraz udowodnimy lematy.

Dowdd Lematu 1: Ustalmy n, t i obwéd C gltebokosci d. Zalézmy bez
utraty ogolnosci, ze C wystepuja tylko bramki OR i NOT.

7 kazda bramka obwodu C' wiazemy (sluszny) wielomian n zmiennych
T1,...,Tn, przez indukcje po poziomie bramki, tak by obliczal wartosé C
na mozliwie wielu zestawach danych wejsciowych.



Dla i-tej bramki wejsSciowej, bierzemy wielomian x;. To zawsze oblicza
wlasciwa wartoscé.

Dla bramki typu NOT, jesli dla jej argumentu ustaliliémy wielomian p,
bierzemy wielomian 1 — p.To oblicza wtasciwa wartosé¢ wszedzie tam gdzie
p oblicza wlasciwa wartosé.

Jedyny problem to bramki typu OR. Rozwazmy taka bramke o arnosci
k i zalézmy, ze jej argumentom przypisano wielomiany p1,...,pr. Mozna
by przypisa¢ jej wielomian
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Ten wielomian dziata dobrze wszedzie tam gdzie p1, .. ., p; dzialaja dobrze.

Ma jednak za duzy stopieint: jesli maksymalny stopien wielomianéw p; to
s, to stopienn nowego wielomianu to maksymalnie ks.

Podziatlamy sprytniej. Wybierzmy mgdrze t podzbioréw Si,...,S; C

{1,...,k}. (Ponizej powiemy jak to zrobi¢ madrze.) Nastepnie rozwazmy
wielomiany:
2
¢
=Y v p=1-JJ-a).
JES; i=1

Na poczatek proste fakty: po pierwsze, jesli wszystkie p; sa stuszne, to
wszystkie g; i p tez sa stuszne. Po drugie, jesli maksymalny stopieri wie-
lomianéw p; to s, to stopienn wielomianu p to maksymalnie 2ts. Z tego
wyplywa wniosek, ze wielomian przypisany bramce wyjsciowej obwodu C'
bedzie mial stopien co najwyzej (2t)?, jak w tresci lematu.

Dla ustalonej bramki typu OR, w C ustalmy dowolny zestaw danych wej-
Sciowych dla C. Przy zalozeniu ze wszystkie p; daja wlasciwe wyniki dla
tego zestawu danych, jakie jest prawdopodobienistwo, ze dla losowo, nieza-
leznie wybranych podzbioréw Si, ..., S, wielomian p da wlasciwy wynik?

Jesli wszystkie p; daja wynik 0, to p tez da wynik 0, czyli wlasciwy.

Jesli ktorys p; daje wynik 1, to dla kazdego podzbioru S; C {1,...,k},
wielomian ¢ dla S; daje wartosé 1 jesli w tym podzbiorze jest nieparzy-
sta liczba (wielomianow z wartoscia) 1. Kazdy niepusty zbior X ma tyle
samo podzbioré6w o nieparzystym rozmiarze co o parzystym, wiec praw-
dopodobienstwo, ze dla losowego podzbioru S; wielomian ¢; (a wiec i p)
daje wartosé 1, jest co najmniej %

Jezeli zbiory Si,...,S; wybierzemy losowo niezaleznie, to prawdopodo-
bienstwo, ze wielomian p da niewlasciwy wynik (przy zalozeniu, ze p;
daja wlasciwe wyniki) jest co najwyzej 217

To wszystko dzieje sie dla kazdego zestawu danych wejsciowych dla C.
Z tego wynika, ze dla naszej bramki istnieje ustalony zestaw podzbioréw



S1,...,5; taki, ze prawdopodobienistwo, ze dla losowego zestawu danych
wejsciowych (wielomiany p; dadza wlasciwe wyniki a) wielomian p sie
pomyli, jest co najwyzej 2% (To jest standardowy argument: skoro w
macierzy, gdzie wiersze sa indeksowane rodzinami Si,...,.S; a kolumny —
zestawami danych wejéciowych, w kazdej kolumnie jest duzo sukceséw, to
w pewnym wierszu musi by¢ duzo sukcesow.)

Ten ustalony zestaw podzbioréw S, ..., .S; to wlasnie ten magdry wybor, o
ktorym moéwiliémy powyzej. Jezeli dla kazdej bramki wybierzemy madrze,
to kazda bramka wprowadza co najwyzej 2172" pomytek, wiec wielomian
dla bramki wyj$ciowej myli sie dla co najwyzej %2” zestawow danych
wejsciowych. To koniczy dowdd Lematu 1.

Dowdd Lematu 2: Ogolna idea jest taka: jesli istnieje wielomian niskiego
stopnia, ktory zgadza sie z funkcja parzystosci na duzym zbiorze S zesta-
wow danych wejsciowych, to dla kazdej funkcji istnieje wielomian niskiego
stopnia, ktory sie z nig zgadza na tym samym zbiorze S. Wielomianow
jest malo a funkcji duzo, wiec zbiér S nie moze by¢ za duzy.

Dla ustalonej liczby n, rozwazmy n-argumentowa funkcje 7 : {—1,1}" —

{_la 1}:
(X1, ooy XTp) = Ha:i
i=1
Mamy zaleznosé
m(x1,...,2n) = PARITY (21 — 1,...,2, — 1)+ 1

wiec gdyby istniat wielomian zgodny z PARITY na jakims zbiorze danych,
to istnialby tez wielomian tego samego stopnia zgodny z 7 na tym samym
zbiorze.

Wezmy dowolny wielomian p o n zmiennych stopnia catkowitego /n.
Niech S C {—1,1}" bedzie zbiorem tych wejs¢, dla ktorych p zgadza sie z
.

Dla kazdej funkcji f : S — Zs istnieje wielomian, ktory zgadza si¢ z f na
zbiorze S
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Ten wielomian ma stopieri catkowity n, czyli troche duzo. Zbudujemy inny
wielomian stopnia catkowitego & + /n o tej samej wtasnosci.

n

W tym celu, dla dowolnego jednomianu [[;.,x; w py dla |T| > 3, za-

stapmy go przez:
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Ostatnia rownosé zachodzi na S, a ostatni wielomian jest stopnia co naj-
wyzej § 4+ /n.
Ile jest wielomianéw stopnia catkowitego co najwyzej § 4 /n?
Na zbiorze {—1,1}", w jednomianach trzeba rozwazaé¢ poteg wiekszych
niz 1, bo 2 = 1. Dlatego jednomianéw n zmiennych stopnia co najwyzej
5 +/n jest
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wiec, dla odpowiednio duzych n, jest ich mniej niz %2”. 7 tego wynika,
ze wielomianéw jest mniej niz 31002",

Z kolei funkeji f : S — Zs jest 31S|, wiec skoro dla kazdej funkcji istnieje
(inny) wielomian, to |S| < 2", To konczy dowdd Lematu 2 i calego
twierdzenia.

. Pytanie: gdyby do AC° dotaczy¢ bramke XOR, czy to wystarczyloby do
rozpoznania wszystkich jezykow regularnych?

e klasa AC°[m]: to samo co AC", ale z bramkami liczacymi jedynki
modulo m.

o fakt: jesli p # ¢ sa roznymi liczbami pierwszymi, to AC°[p] nie
potrafi liczy¢ modulo gq.

e problem: o AC[6] nie potrafimy nawet pokazac ze jest ostro mniejsze
od NP.



