ZLOZONOSC OBLICZENIOWA - WYK. 2

1. Twierdzenie Sipsera: Dla dowolnej maszyny M dzialajacej w pamieci
S(n) istnieje maszyna M’ taka, ze:

o L(M)=

L(M'),

o M’ dziala w pamieci S(n),

e M’ ma wlasno$é stopu.

Dowdd: ze skryptu Damiana Niwinskiego.

o jak wyglada graf konfiguracji maszyny M na konkretnym stowie wej-
$ciowym w (pojedyncze cykle i drzewa; fragmenty z konfiguracjami
akceptujacymi to drzewa).

e jak sprawdzi¢ czy M akceptuje stowo w? Mozna po prostu wykonaé
maszyne M, czyli przeglada¢ graf wzdluz krawedzi poczynajac od
konfiguracji poczatkowej. Problem: Jak wykry¢ petlenie?

— Pomyst I: wypisywaé¢ wszystkie konfiguracje po kolei i poréwny-
waé aktualna z poprzednimi. Problem: to zuzywa o wiele wiecej
pamieci niz M.

— Pomyst II: liczy¢ kroki. Skoro maszyna M uzywa f(n) pamieci,
to jej konfiguracje mozna zapamieta¢ w pamieci rozmiaru f(n).
Mozna wiec zrobié¢ licznik o tym rozmiarze. Problemy:

(1)

(i)
(iii)

Widzac maszyne M byé moze nie umiemy stwierdzié¢ jaka jest
funkcja f(n) (NB. z pomystu Sipsera okaze sie ze umiemy).
To jest problem pozorny: wiemy ze taka funkcja istnieje, wiec
istnieje maszyna, ktora na poczatku rezerwuje licznik o tym
rozmiarze. By¢ moze nie umiemy jej obliczy¢ z M, ale to nie
szkodzi.

Ale czy na pewno taka maszyna istnieje? Funkcja f(n) musi
by¢ pamieciowo konstruowalna (powiemy o tym pézniej).
Wymogu pamieciowej konstruowalnosci mozna uniknaé: ma-
szyna symulujaca moze nie rezerwowaé calego licznika od
razu, tylko zwickszaé go w miare potrzeby, tak by zawsze
byt taki duzy jak pamieé¢ uzyta do tej pory przez maszyne
symulowana. Jezeli taki licznik sie w pewnej chwili przepelni,
to maszyna symulowana sie petli. Ale jest jeszcze jeden pro-
blem:

Jezeli f(n) jest mniejsza od log n, to konfiguracji maszyny M
nie zmie$cimy w pamieci f(n), bo do konfiguracji nalezy po-
tozenie glowicy na tasmie wejsciowej. Jezyki rozpoznawalne
w pamieci mniejszej niz logn nie sa zbyt interesujace, ale
istnieja.

— Pomyst III (Sipser): przeglada¢ graf od tytu, zaczynajac od kon-
figuracji akceptujacych.



x zaleta: problem cykli w ogéle znika, bo nie ma ich w tych
fragmentach grafu.

x wada: konfiguracji akceptujacych jest nieskoiiczenie wiele, a
w ich drzewach sa nieskonczone $ciezki.

e Procedura Search(C, k,w): dziala na tasmie wejSciowej z zapisanym
stowem w, i z tasmg robocza, na ktérej zaznaczono k pozycji. Za-
czynajac od konfiguracji C, przechodzi graf DFS-em szukajac konfi-
guracji poczatkowej, przy czym ogranicza sie tylko do konfiguracji z
pamiecig robocza co najwyzej k.

e Jezeli z C nie ma kroku do innej k-konfiguracji, to ta procedura ma
wlasnosé stopu i dziala w pamieci k. (Wyjasni¢ jak zrobi¢ DFS w
pamieci k: trzeba pamietaé czy przyszliSmy z dotu czy z géry drzewa,
a jesli z dolu to z ktorego syna.)

e oto algorytm symulujacy maszyne M od tyhu:

— dla kolejno rosnacych k£ wykonaj nastepujace kroki:
x przejrzyj wszystkie k-konfiguracje 1 wybierz te, z ktorych jest
przejscie do k + 1-konfiguracji.
* dla kazdej takiej C poszukaj Search(C, k,w). Jesli sie udalo,
to zwieksz k i od poczatku.
— Po tej petli wiemy, ze M na stowie w uzywa doktadnie k pamieci.
Teraz trzeba tylko sprawdzié¢ czy akceptuje.
— w tym celu robimy Search(C,k,w) z wszystkich k-konfiguracji
akceptujacych.

2. Wniosek z tw. Sipsera: jesli jezyk L jest czeSciowo obliczalny, ale nie
rozstrzygalny, to kazda maszyna M, ktora go rozpoznaje, na pewnym
stowie w zuzywa nieskonczenie wiele pamieci.

Dowdd: Gdyby na kazdym stowie M zuzywala tylko skonczona pamieé, to
istniataby funkcja S(n) taka, ze M dziala w pamieci S(n). Z tw. Sipsera,
jezyk L bylby rozstrzygalny.

3. Funkcja f(n) jest czasowo konstruowalna jesli istnieje maszyna M, ktora
na stowie wejsciowym 1":

e produkuje stowo o dtugosci doktadnie f(n),
e dziala w czasie O(f(n)).

Cwiczenia: jesli f i g sa konstruowalne to f + g, f - g, f9 tez. Funkcje
n, nlogn, n*, k™ sa konstruowalne. Uwaga: logn, ani zadna funkcja
asymptotycznie mniejsza od n, nie jest czasowo konstruowalna.

4. Funkcja f(n) jest pamieciowo konstruowalna jesli istnieje maszyna M,
ktora na stowie wejsciowym 1™:

e produkuje stowo o dtugosci doktadnie f(n),



o dziala w pamieci O(f(n)).

Cwiczenia: Kazda funkcja czasowo konstruowalna jest pamieciowo kon-
struowalna. Jesli f i g sa konstruowalne to f + g, f - g, f9 tez. Funkcje
n, logn, n*, k"™ sa konstruowalne. Funkcja loglogn nie jest pamieciowo
konstruowalna; kolosalnie szybko rosnace funkcje tez nie.

. Mogloby sie wydawac, ze jesli jaka§ maszyna dziala w pamieci S(n), to
funkcja S(n) jest pamieciowo konstruowalna. Tymczasem to jest nie-
prawda. Jesli maszyna M dziata w pamieci doktadnie S(n), to dla kazdego
n istnieje stowo w dtugosci n takie, ze M zuzywa S(n) pamieci. Ale probu-
jac skonstruowaé funkcje S(n), dostajemy stowo z 0™. I nie wiadomo jak
skonstruowaé to “najgorsze” stowo w. Jesli S(n) > n to spoko, mozemy
przejrzeé wszystkie stowa dlugosci n i na kazdym uruchomié¢ M, ale jesli
S(n) jest male, to nie mozemy tego zrobic.

W istocie:

o Cwiczenie: Istnieje jezyk, ktory nie jest regularny, ale rozpoznawalny
w pamieci loglogn + 1.

o Twierdzenie: Funkcja loglogn nie jest pamieciowo konstruowalna.
Dowdd: Zatozmy ze maszyna M dziala w pamieci O(loglogn); niech
dla duzych dtugosci n uzywa co najwyzej cloglogn komorek. Wtedy
roznych konfiguracji “wewnetrznych”, tj. z pominieciem pozycji glo-
wicy na tasmie wejSciowej, ma logd n, dla pewnej statej d. Wezmy
takie m, ze logd m < m.

Rozwazmy bieg maszyny M na stowie 0. Wezmy jakis jego kawalek,
ktory zaczyna sie na poczatku slowa, konczy na koncu stowa, a po
drodze nie odwiedza ani poczatku ani konca. Gdzie$ na tym kawaltku
powtarzaja sie konfiguracje wewnetrzne. Jesli odlegtos¢ miedzy wy-
stapieniami jest k¥ > 0, to ten kawalek biegu na stowie 0"+"* (dla
dowolnego n) wyglada tak samo jak na stowie 0™.

Na réznych takich kawatkach moga by¢ rozne k, ale na stowie 0™
wszystkie te kawatki wygladaja tak samo; w szczegélnosci uzywaja
takiej samej pamieci roboczej. To samo na stowach

m m+m! am+2m!
o™, ot

Wobec tego M nie uzywa zawsze loglogn pamieci, nawet asympto-
tycznie.
Uwaga: To pokazuje, ze zadna funkcja rosnaca w o(logn) nie jest
pamieciowo konstruowalna.

e ALE: istnieje nieograniczona funkcja w O(loglogn) pamieciowo kon-
struowalna. (Hint: nie jest rosnaca). Rozwigzanie:

S(n) = log(min{s | ¢ nie jest dzielnikiem n})



6. Twierdzenie o hierarchii pamieciowej: jesli funkcja g(n) jest pamieciowo
konstruowalna, g(n) > logn i f(n) = o(g(n)), to

DSPACE(f(n)) C DSPACE(g(n)).

Dowadd: Jest to wariant dowodu Turinga o nierozstrzygalnosci problemu
stopu. Rozwazmy jezyk:

L = {([M],w) | M odrzuca stowo ([M],w) w pamieci < g(|[M],w|)}

Po pierwsze, L ¢ DSPACE(f(n)). Jesli bowiem maszyna M’ dziata w
pamieci f(n), to dla pewnego odpowiednio dlugiego stowa w na stowie
[M'], w uzywa mniej niz g(|[M’'], w|) pamieci i dostajemy sprzecznosé: M’
akceptuje stowo [M'], w wtw. to stowo nie jest w L, wiec M’ nie rozpoznaje
jezyka L.

Po drugie, L mozna rozpozna¢ w pamieci O(g(n)). Robimy to tak:
e na stowie o dlugosci n, korzystajac z pamieciowej konstruowalnodci,
rezerwujemy ¢g(n) pamieci roboczej.

e sprawdzamy czy stowo jest postaci [M], w; w przeciwnym razie od-
rzucamy. Do tego potrzeba logn pamieci.

e nie mamy gwarancji czy M ma wlasnosé stopu, wiec musimy wykry-
waé petlenie. W tym celu rezerwujemy licznik rozmiaru O(g(n)).

e symulujemy maszyne M na slowie w w zarezerwowanej pamieci, za
kazdym krokiem inkrementujac licznik. Jesli M sprobuje wyjs$é poza
pamie¢ lub czas, to odrzucamy. Jesli M zaakceptuje, odrzucamy.
Jesli odrzuci, akceptujemy.

7. Twierdzenie o hierarchii czasowej: jesli funkcja g(n) jest czasowo konstru-
owalna i f(n) = o(g(n)), to

DTIME(f(n)) C DTIME(g(n)?).

Dowdd: Podobnie jak poprzednio, rozwazmy jezyk:

L = {([M],w) | M odrzuca stowo ([M],w) w czasie < g(|[M],w]|)}
Jak poprzednio, L ¢ DTIME(f(n)). Argument jest taki sam.
Po drugie, L mozna rozpoznaé¢ w czasie O(g(n)?). Robimy to tak:

e sprawdzamy czy stowo jest postaci [M],w; w przeciwnym razie od-
rzucamy. Do tego potrzeba czasu O(n).

e korzystajac z czasowej konstruowalnosci, na jednej z tasm roboczych
rezerwujemy licznik rozmiaru ¢ - g(n), dla odpowiedniej stalej c.



e symulujemy maszyne M na stowie w na tasmie wejsciowej, za kazdym
krokiem inkrementujac licznik (zapisany unarnie). Jesli M sprobuje
wyj$é poza czas, to odrzucamy. Jesli M zaakceptuje, odrzucamy.
Jesli odrzuci, akceptujemy. Symulacja kazdego kroku zajmuje czas
g(n): na stowie wejSciowym trzeba odszuka¢ w kodzie maszyny M
nastepny krok do wykonania, a potem wroci¢ glowica we wlasciwe
miejsce.

8. Tak naprawde twierdzenie o hierarchii czasowej jest mocniejsze:
DTIME(f(n)) ¢ DTIME(g(n) log(g(n))).

To samo dziata nawet wtedy, gdy do definiowana DTIME uzyje sie ma-
szyn jednotasmowych, chociaz dowod jest trudniejszy. Jedyny problem
polega na sprytnym ograniczaniu narzutu na symulacje maszyn maszyna
uniwersalna.

9. Whioski z twierdze o hierarchii: DTIME(n*) C DTIME (n**!), DSPACE(n*) C
DSPACE(n**!), L C PSPACE, P C EXPTIME. Te ostatnia nierow-
noé¢ pokazuje sie tak:

P C DTIME(2") C DTIME(2*") C EXPTIME

10. Twierdzenie o luce czasowej: istnieje taka obliczalna funkcja f(n), ze
DTIME(f(n)) = DTIME(2/ (™).

Dowdd: Wymyslamy funkcje f(n) taka, ze zadna maszyna nie zatrzymuje
si¢ miedzy f(n) a 2/(") krokow.

e Ponumerujmy wszystkie maszyny Turinga w sposob obliczalny.

e niech P(i, k) bedzie spelnione wtw. gdy kazda z pierwszych ¢ maszyn,
na kazdym wejséciu o dlugosci co najwyzej ¢, zatrzymuje sie po mniej
niz k krokach lub po wigcej niz 2* krokach (albo si¢ petli). Relacja
P jest oczywiscie obliczalna.

o dla liczby 4, zdefiniuj k1 = ¢, a potem kj1 = 2k,
e kazde wejscie dlugosci co najwyzej ¢ moze sfalsyfikowaé¢ tylko jedno
P(i, k;), wiec istnieje takie j < |T'|" ze P(i,k;) jest prawdziwe.

o definiujemy f(i) = k;. Ta funkcja jest obliczalna.
Wezmy teraz dowolng maszyne (o numerze M},) dzialajaca w czasie DTIME (2f (")).
Dla kazdego wejscia = dtuzszego niz k£ maszyna nie moze sie zatrzymac
miedzy f(|z|) a 27(%D krokami, wiec musi si¢ zatrzymac co najwyzej po
f(Jz|) krokach. Wejsé krotszych niz k jest stala liczba. W sumie jezyk tej
maszyny mozna rozpozna¢ w DTIME(f(n)).

Oczywiscie funkcja f(n) nie jest czasowo konstruowalna. Mozna ja obli-
czyé, ale w o wiele dluzszym czasie.

Takie samo twierdzenie o luce zachodzi dla zlozonosci pamieciowe;.



