ZLOZONOSC OBLICZENIOWA - WYK. 15

1. PCP, czyli Probabilistically Checkable Proofs

e Idea: skoro IP to taka duza klasa, to moze jakos ostabmy protokoty
interakcyjne i zobaczymy co wyjdzie. Na przyktad, niech P nie moze
dostosowywaé¢ odpowiedzi na podstawie wcze$niejszych pytari.

e W dowodzie z poprzednich zaje¢, V pytal P o wielomiany jednej
zmiennej postaci

h(z) = Z Z glar,...,a;, 2,040, ..., V)

v2€{0,1} v, €{0,1}

dla i = 0..n iro6znych a; < p < 2. Wszystkie te pytania sa podobne;j
postaci, a jest ich z grubsza 27", P moze obliczy¢ odpowiedzi na
wszystkie mozliwe pytania i przestaé je jako jeden wielki “dowod”. V
potem sprawdza tylko n miejsc w tym dowodzie.

e PCP(r(n), q(n))-verifier dla jezyka L to maszyna V', probabilistyczna,
dzialajaca w czasie wielomianowym, ktora:

— na stowie w o dlugosci n, z dostepem do stowa 7 (dowodu lub
Swiadka), uzywa r(n) bitow losowych i sprawdza g(n) pozycji w
stowie 7 (zakltadamy ze sprawdzenie zajmuje staly czas)

— sprawdzane pozycje nie zaleza od stowa 7, tylko od w i od bitow
losowych (V' nie jest adaptacyjny),

— dla w € L istnieje 7 takie ze V' akceptuje zawsze,

— dla w ¢ L, dla kazdego m V akceptuje z prawdopodobienstwem
najwyzej %

e Fakt: Mozemy zalozyé¢, ze dowdd przedstawiany PCP(r(n),q(n))-
verifierowi ma dtugosé najwyzej ¢(n)2"(™), bo tylko tyle roznych po-
zycji V jest w stanie sprawdzi¢. Na przyktad, jesli r(n) = O(logn),
to mozemy si¢ ograniczy¢ do dowodéw wielomianowej dtugosci.

e Jezyk L jest w klasie PCP(r(n), g(n)) jesli istnieja state ¢ i d takie,
ze dla L istnieje PCP(c - r(n),d - ¢(n))-verifier.

o Cwiczenie: liczbe % mozna zastapi¢ dowolna liczba z przedziatu (0, 1).

e Przypadki trywialne: PCP(poly(n),0) = BPP, PCP(0, poly(n)) =
NP.

Cwiczenie: PCP(logn,poly(n)) = NP.
Cwiczenie: Przeanalizowaé zwiazek miedzy PCP (poly(n), poly(n)) a

IP. Roéznica jest taka, ze w PCP prover nie widzi wczesniejszych
pytan. Ktora inkluzja jest tatwa?

2. Twierdzenie PCP (Arora, Lund, Motwani, Safra, Sudan, Szegedy’ 92):
PCP(logn,1) = NP.



Zauwazmy ze mniej niz logn bitow juz sie nie da losowaé, bo wtedy nie
mozna by zajrze¢ w kazde miejsce dowodu wielomianowej dlugosci.

To znaczy, ze dla kazdego problemu w NP istnieje taki verifier, ktory

e dla stéw wejsciowych oczekuje dowodoéw wielomianowego rozmiaru,
e losujac logn bitéw sprawdza pewna stala liczbe bitow w dowodzie,

e na tej podstawie na pewno akceptuje wszystkie poprawne stowa, a z
duzym prawdopodobieristwem odrzuca niepoprawne.

To jest dziwne twierdzenie. Wezmy na przyktad 3-kolorowalno$é¢ grafu,
gdzie dowodd to kolorowanie. Jesli kolorowanie jest bledne w jednym miej-
scu, to ciezko to miejsce znalezé. Twierdzenie PCP moéwi, ze kolorowanie
mozna zapisa¢ w taki sposob, ze kazdy blad jest w nim widoczny w wielu
miejscach, przy czym za btad uznajemy takze to, ze nie jest zapisane w
taki sposob.

WezZmy tez taki problem: czy dane twierdzenie ¢ ma dowod dtugosci < n,
gdzie n jest podane unarnie? Normalnie, aby sprawdzi¢ podany klasycz-
nie dowod, trzeba przejrzeé¢ go w calosci, a btad w kazdym miejscu dys-
kwalifikuje go. Z twierdzenia PCP wynika, ze istnieje taki format zapisu
dowodow, w ktorym

e kazdy btad mozna z duzym prawdopodobienistwem wykry¢ strzelajac
na $lepo,

e 7 duzym prawdopodobieristwem mozna odrzuci¢ dowody nie zapisane
w tym formacie.

. Udowodnimy tatwiejsza wersje twierdzenia PCP: PCP(poly(n),1) = NP.
Inkluzje z lewej w prawa juz pokazaliSmy, zostala inkluzja z prawej w
lewa. Pokazemy verifiera PCP dla pewnego problemu NP-zupelnego. Za-
uwazmy, ze ta slabsza wersja caly czas jest zaskakujacal

. Idea jest taka: zamiast normalnego $wiadka dla naszego problemu NP-
zupelnego, przedstawimy tego $wiadka zakodowanego w pewien (bardzo
rozwlekly) sposob, z uzyciem kodow korekcyjnych.

Kod Walsha-Hadamarda to kodowanie ciagu binarnego v € {0,1}" jako
funkcji liniowej z {0,1}™ w {0, 1} zdefiniowanej tak:

n
X XOV= Za:ivi (mod 2)
i=1
Taka funkcje mozna zapisaé jako ciag dlugosci 2.

Podstawowa wlasnosé tego kodowania jest taka, ze jesli x # y to kodowa-
nia X i y réznia sie od siebie na dokladnie potowie pozycji.



5. Pierwsze zadanie jest takie: przetestowaé, czy dana funkcja f : {0,1}" —
{0,1} (przedstawiona jako ciag dlugosci 2") jest kodem W-H jakiego$
ciggu dtugosci n. Kody W-H to doktadnie funkcje liniowe, tj. takie ze

fx+y)=fx)+f(y)

dla wszystkich wektorow x,y. Istotnie, dla funkcji liniowej f mamy:
) =fO mi-bi) = wi- f(b3) =x© (f(b1),.-., f(bn))
i=1 i=1

gdzie b; to i-ty jednostkowy wektor bazowy. Pytanie wiec brzmi: jak
sprawdzi¢, czy funkcja jest liniowa? Tak naprawde bedziemy mniej am-
bitni i spytamy: jak sprawdzi¢, czy dana funkcja niewiele sie rézni od
liniowej?

Dla liczby p € (0,1), powiemy ze funkcja f : {0,1}" — {0, 1} jest p-bliska
liniowej jezeli istnieje taka liniowa funkcja g ze

Prycion[f(x) = 9(x)] > p
Pomoze nam takie twierdzenie o te$cie liniowosci:

Twierdzenie [Blum-Luby-Rubinfeld’90]: Kazda funkcja f : {0,1}" —
{0,1}, ktora spelnia wlasnosé

Pryoyeouy[f(x+y) = f(x) + f(y)] = p
dla pewnego p > %, jest p-bliska funkcji liniowej.
Dowo6d pominiemy (korzysta z analizy Fourierowskiej).

Dzieki testowi liniowosci mozemy odrzucié, z prawdopodobienistwem co
najmniej %, funkcje ktore nie sa p-bliskie liniowej, sprawdzajac liniowosé
ﬁ razy na losowych argumentach, dla p dowolnie bliskiego 1.

6. Drugie zadanie: zalozmy, ze dla § < % funkcja f : {0,1}" — {0,1} jest
(1 — 6)-bliska liniowej funkeji f. Zauwazmy, ze funkcja f jest wtedy wy-
znaczona jednoznacznie, bo dwie funkcje liniowe réznig sie na poltowie
argumentow. Zalozmy, ze mamy argument x € {0,1} i chcemy obliczyé
f(x) majac dostep do f. Chcemy, zeby to si¢ udato dla kazdego x z duzym
prawdopodobienstwem, nawet jesli akurat pechowo f roézni sie od f na x.

Robimy tak:
e losujemy y € {0,1}",
e zwracamy f(y)+ f(x+y).

Poniewaz y i x +y sa losowe z jednostajnym rozkladem, to prawdopodo-
bienistwo ze f zgadza sie z f na obu tych argumentach jest co najmniej
1—24. A jesli tak jest, to w wyniku dostajemy

fy)+fx+y) = f(x).



7. Pokazemy (poly(n), 1)-verifiera dla nastepujacego problemu NP-zupelnego:
czy dany uklad réwnan kwadratowych taki jak:

T1To + x3T4 + X025 = 1
Tox3 + x4x5 =0

T1x3 + T3x5 + 34 = 1

ma rozwigzanie modulo 27 NP-zupelno$¢ tego problemu byta zadaniem
na kolokwium.

Uktad m réwnan nad n zmiennymi mozna przedstawié¢ jako macierz A o
rozmiarach m x n? oraz wektor b dtugosci m. Pytamy wtedy o istnienie
takiego wektora v dtugosci n, ze

Avev)=Db

gdzie ® to produkt tensorowy, czyli v ® v to wektor dtugosci n2.

Verifier V', dla danego uktadu réwnarn, oczekuje dowodu dtugosci 2™ —1—2"2,
ktory koduje funkcje f : {0,1}" — {0,1} i g : {0,1}"" — {0,1}. W po-
prawnym dowodzie te funkcje to kody W-H warto$ciowania spelniajacego
i jego kwadratu tensorowego.

Weryfikator sprawdza po pierwsze czy funkcje f i g sa 0.999-bliskie li-
niowej. Jak to juz sprawdzi to zakladamy ze mamy dostep do funkcji
liniowych f i g; dalszy ciag weryfikacji zada tylko stalg liczbe pytan, wiec
z duzym prawdopodobieristwem nie trafimy w niewlasciwe wartosci f i g.
Po drugie, weryfikator sprawdza, czy g koduje v®v, gdzie v jest wektorem
kodowanym przez f. To robimy nastepujaco:

e wybierz x,x" € {0,1}" losowo,
e odrzué jedli g(x @ x') # f(x)f(x),

e powtorz 10 razy.

Jesli kodowanie jest poprawne, to

fx)f(x) = (Z miUi) invz = Y miahvw; = (x@x)o(vav) = g(x@x’)

1,j=1

Czyli V' nigdy nie odrzuci poprawnego dowodu. Z kolei jesli dowdd jest
niepoprawny, to kazdy test odrzuci z prawdopodobiefistwem co najmniej
i. Istotnie, zalézmy ze g koduje pewne stowo w i przedstawmy je jako
macierz W o rozmiarach n x n. Stowo v ® v tez mozna przedstawi¢ jako

taka macierz V, gdzie V;; = v;v;. Teraz:

n
Jxex)=wo (xex) = Z wijrix; = XWx'
ij=1



fx)f(x) = (vox)(vox') = <Z UM%) ZUﬂC; = Z vivjriry = xVx'
i=1 =1

i,j=1

Nasz test odrzuca jesli xWx' # xVx'. Jezeli W # V, to dla co najmniej
polowy wektorow x mamy xW # xV. Z kolei wtedy dla co najmniej
polowy wektorow x’ mamy xWx' # xVx’, czyli odrzucimy z prawdopo-
dobiefistwem co najmniej i.

Skoro juz wiemy ze g i f koduja co$ zgodnego, to mozemy tatwo sprawdzi¢,
czy dane réwnanie jest spetnione. Dla k-tego rownania chcemy sprawdzié,

czy
ZAk,ijvivj = bk
4,J
gdzie macierz Ay rozmiaru n X n koduje lewa strone réwnania. Jesli te
macierz potraktujemy jako wektor a, to lewa strona to po prostu a® (v®
v), czyli g(a). Wystarczy wiec obliczy¢ a, sprawdzi¢ g(a) i porownaé z by.

Tu jest jeszcze taki problem, ze nie mozemy sprawdzi¢ kazdego réwna-
nia, bo mozemy sprawdzi¢ dowod tylko w stalej liczbie miejsc. Tak wiec
wybieramy losowo podzbiér rownan i sumujemy je modulo 2, a potem
sprawdzamy czy takie réwnanie jest spelnione. Jezeli wartosciowanie nie
jest spelniajace, to suma losowo wybranego podzbioru jest niespelniona z

prawdopodobieristwem % .

Koniec dowodu.



