ZLOZONOSC OBLICZENIOWA - WYK. 13

1. Dowody interaktywne. Klasyczne dowodzenie twierdzeri odpowiada
klasie NP: ktos przedstawia dowod ($wiadka), ktory trzeba sprawdzi¢ w
czasie wielomianowym. A moze jak na egzaminie ustnym: weryfikator
przepytuje dowodziciela i w ten sposdb szybciej sprawdza co sie dzieje?

Przyktad: sprawdzenie nieizomorficznosci grafow. O tym problemie nie
wiadomo czy jest w NP, ale jest dla niego tatwy dowod interaktywny.

2. Formalnie: wezmy dwie funkcje V, P : {0,1}* — {0,1}*. V to wverifier, P
to prover. Interakcja k-rundowa miedzy nimi na stowie wejsciowym w to
ciag stow:
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out(V, P)(w) = V(w,--- , ax)
Mowimy, ze jezyk L ma deterministyczny protokol interaktywny (klasa

dIP) jedli istnieje maszyna deterministyczna V' dzialajaca w czasie wielo-
mianowym, oraz wielomianowa liczba rund, takie ze

we L < FPout(V,P)(w) =1
Na funkcje P nie naktadamy zadnych ograniczen.

3. Okazuje sie, ze deterministyczna interakcja nie zwieksza mocy obliczenio-
wej: dIP = NP.
Co z protokotem na nieizomorficznosé grafow? Okazuje sie, ze sytuacja sie
zupelnie zmienia jesli dopuécimy, by V' byla maszyna probabilistyczna.

4. Formalnie: wezmy dwie funkcje V, P : {0,1}* — {0,1}*. V to verifier, P
to prover. Interakcja k-rundowa miedzy nimi na stowie wejsciowym w i z
dostepem do wielomianowej liczby bitéw losowych r to ciag stow:
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ar = P(w,- -+, qx)
out(V, P)(w) = V(w,r, -+ ,ax)



Calg interakcje, a takze wynik out(V, P)(w), traktujemy jako zmienng
losowa wzgledem r. Zauwazmy, ze P nie ma dostepu do 7.

Moéwimy, ze jezyk L € IP jesli istnieje maszyna V dzialajaca w czasie
wielomianowym, oraz wielomianowa liczba rund, takie ze

w € L = 3P.Pr.Jout(V, P)(w) = 1] >

w ¢ L =>VP.Pr.Jout(V,P)(w) =1] <

=W

Czyli: dla kazdego slowa w L istnieje prover, ktory nam tego dowodzi z
duzym prawdopodobieristwem, a dla stéw spoza L kazdy prover moze nas
oszukaé tylko z malym prawdopodobieristwem.

Na funkcje P nie naktadamy zadnych ograniczen.

. Blad % w definicji mozna dowolnie zblizaé¢ do zera.

Dowdd: Mozemy zrobié¢ taka sama aplifikacje jak w przypadku BPP, kosz-
tem zwiegkszenia liczby rund. Ale jest pewna subtelnosé: dla stow spoza L
ciezko wykonaé¢ m niezaleznych eksperymentéw, bo moze sg provery, ktore
sprobuja skorzystaé z zapytan zadanych w poprzednich eksperymentach?
Rozwigzanie: To nie jest problem, bo V nie pamieta jakie pytania za-
dal w poprzednich eksperymentach. Gdyby wiec istniat prover, ktory w
m-tym eksperymencie uzyskuje duze prawdopodobieristwo btedu (blednej
akceptacji), to istniatby tez prover, ktory od poczatku uznaje ze wezesniej
widzial wyniki poprzednich m — 1 eksperymentéw i od razu uzyskuje duze
prawdopodobieiistwo btedu.

. W protokole dla nieizomorfizmu grafow, jesli grafy sa nieizomorficzne
to istnieje prover, przy ktorym zaakceptujemy zawsze, czyli w pierwszej
klauzuli uzyskujemy nawet prawdopodobienistwo 1. Udowodnimy dzis, ze
wstawienie tam 1 nie zmienia klasy IP, czyli mozemy wymagaé proverdw,
ktore nas zawsze przekonaja dla stow w L.

. Z kolei wstawienie 0 w drugiej klauzuli (jesli stowo nie jest w L to zaden
prover nigdy nas nie przekona) zmniejsza klase IP do NP.

Dowdd (éwiczenie): $wiadek dla stowa w to ciag bitow losowych wraz z
pelna interakcja; weryfikator tylko sprawdza ze ta interakcja jest akceptu-
jaca, podobnie jak w dowodzie dIP=NP.

. Dygresja: W klasie IP, prover nie widzi bitéw losowanych przez V. A
gdyby nie moégl przewidzie¢ przysztych losowan, ale widzial te juz doko-
nane? To sie nazywa protokol Artur-Merlin (AM). Liczby rund ozna-
czamy tak: IP[k], AMI[k]. Nasz protokot dla nieizomorfizmu graféw nie
jest typu AM. Provery AM maja wiecej mocy niz provery IP.

Fakt: AMIk] C IP[k]. Dowdd: provery AM umieja symulowaé pro-
very IP, wiec warunek dla stow spoza L jest jasny. Ale jesli dla stowa
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L istnieje dobry prover AM, to dlaczego istnieje dobry prover IP? Tutaj
przerabiamy weryfikator tak, by w interakcji jawnie podawal proverowi
swoje bity losowe, utatwiajac mu zadanie.

Twierdzenie (Goldwasser-Sipser’87): IP[k] C AM[k + 2]. Dowdd trudny.

Idea: istnieje protokol AM dla takiego problemu: niech S C {0,1}™
bedzie zbiorem danym tak, by dalo sie efektywnie sprawdzaé¢ nalezenie do
niego. Dla danej liczby K, prover stara sie przekona¢ V ze |S| > K, a
weryfikator powinien odrzucié jesli |\S| < % Pomyst: V losuje funkcje h :
{0,1}™ — {0,1}* z ustalonej rodziny funkcji haszujacych, dla k ~ log K.
Ponadto V losuje jakis ciag v € {0,1}* i wysyla to wszystko do P, a P
ma przedstawi¢ takie z ze h(x) = v.

A co jesli P ma dostep do wszystkich bitow losowych? Ta klasa na pewno
zawiera BPP (brak interakcji) oraz NP (brak bitow losowych). Wida¢
tez ze zawiera sie w IP, ale co dalej nie wiem. Ludzie jako$ nie interesuja
sie ta klasa.

Jak duza jest klasa IP?
e wiemy ze dIP=NP.

e 7 drugiej strony wierzymy ze BPP = P, czyli Ze randomizacja nie-
wiele wnosi.

e wiemy ze nieizomorficznos$¢ grafow jest w IP a nie wiadomo czy jest

w NP.

e 7 drugiej strony podejrzewamy ze nieizomorficznosé jest w P, wiec to
moze nie jest bardzo silny argument.

e na poczatku podejrzewano, ze nawet jesli IP jest wieksze niz NP, to
raczej nie zawiera coNP.
Zaskakujace Twierdzenie (Lund, Fortnow, Karloff, Nisan, Shamir’90): IP =
PSPACE.

Historia tego zaskoczenia jest tadnie opisana w artykule L. Babai E-mail
and the unexpected power of interaction.

Cuwiczenie: Pokaza¢ zawieranie IP C PSPACE.
Pokazemy teraz zawieranie PSPACE C IP.

Najpierw pokazmy, ze coNP C IP (LFKN). Do tego wystarczy pokazac,
ze 3NSAT € IP. Pokazemy nawet cos lepszego: ze do IP nalezy jezyk

{(¢,K) | ¢ jest 3CNF i ma dokladnie K wartosciowan spelniajacych}

Faktycznie jesli ten problem jest w IP to 3NSAT tez, bo wystarczy ze P
na poczatek poda liczbe K > 0, a potem wykona sie normalna interakcja.



Potraktujmy formute logiczna jako wielomian:

rANy< XY
x4 1-X
zVy+<1-(1-X)1-Y)
rV-yVzel-(1-X)Y(1-2)
Jesli formuta ¢ jest 3CNF, to dostajemy wielomian Py(z1, ..., %, ) stopnia
3k, gdzie k jest liczba klauzul w ¢, ktory w dowolnym ciele ewaluuje sie do

1 dla wartosciowan spelniajacych ¢ i do 0 dla niespetniajacych. Chcemy
sprawdzié, ze

K= Z Z Z Py(vi,...,v,).

v1€{0,1} v2€{0,1} vn€{0,1}
Bedzie nam zalezalo, zeby liczyé¢é wszystko w jakim$ ciele skoniczonym.
Mamy gwarancje, ze suma po prawej ma warto$¢ co najwyzej 2", wiec
P i V musza ustali¢ jakas liczbe pierwszg p > 2" i dalej liczy¢ wszystko
modulo p. Pytanie jak ja ustali¢? V nie ma na to mocy obliczeniowej, ale
P tak. Tak wiec pierwszy krok interakcji:

e P przedstawia liczbe 2" < p < 227 (zeby nie byla za duza), a V wery-
fikuje (np. testem AKS, albo probabilistycznie) ze jest ona pierwsza.

Mamy teraz takie zadanie: dane sa wielomian g(z1,...,,) stopnia cal-
kowitego d, liczba K i liczba pierwsza p. Sprawdzi¢ interaktywnie, czy

K = Z Z Z g(v1, ..., 0,) (1)

v1€{0,1} v2€{0,1}  wv,e{0,1}
modulo p. Mozemy przy tym zalozy¢, ze V umie latwo obliczaé¢ wartosci
g dla danych argumentow.
Protokét idzie tak:

e V prosi P o przystanie wielomianu jednej zmiennej:

h(xl): Z Z g(‘rlvq)Qa"'v/U’n)'

v2€{0,1} v, €{0,1}
Ten wielomian ma stopien d, a wszystkie wspolczynniki sa co najwy-
zej p, wiec powinien sie daé krotko zapisaé.

e P przysyla jaki§ wielomian s(z1) (twierdzac, ze s(x1) = h(x1)).

e V sprawdza, ze s(0) 4+ s(1) = K. Jedli tak nie jest, to odrzuca.
Zastandéwmy sie, jak do tej pory radzi sobie P w sytuacji, kiedy réwna-
nie nie zachodzi: gdyby przystal V prawdziwe h jako s, to byloby
s(0) + s(1) # K i V by odrzucil. Tak wiec P przystal s rozne od h.
Skoro wielomian s(z) — h(z) ma stopieni d, to ma co najwyzej d pierwiast-
kéw. W zwiazku z tym, dla losowego 0 < a < p, prawdopodobienistwo ze
s(a) = h(a) jest co najwyzej %. Dlatego interakcja idzie dalej:



12.

e V losuje a z wybranego ciala i dalej rozwigzuje taki sam problem
jak , ale z mniejsza liczba zmiennych:

s(a) = Z Z g(a,va, ..., vp)

v2€{0,1} v, €{0,1}

e Na konicu, kiedy zostala juz tylko jedna zmienna n =1, V sprawdza
po prostu czy g(0) + g(1) = K.
Jesli réwnanie zachodzi, to istnieje “prawdomoéwny” prover, ktory za-
wsze przekona o tym V.

Jedli rownanie nie zachodzi, to kazdy prover zostanie przytapany z praw-

dopodobienstwem
(=043
p P 4

(nier6wnosé Bernoulliego), bo p jest wykladnicze wzgledem n, a d jest
mate, réwne najwyzej O(n?), bo tylko tyle klauzul moze by¢ w ¢.

Teraz pokazmy wlasciwe twierdzenie, czyli PSPACE C IP (Shamir). W
tym celu pokazemy podobny protokot dla problemu QBF, tez oparty na
arytmetyzacji.

Dla formuly kwantyfikowanej
O = Jr 1 Vay - - Ve o(x, ... x,)

chcemy sprawdzi¢, czy

0< Z H H g(vi,...,vp).

v1€{0,1} v2€{0,1} vy, €{0,1}

Niestety tutaj nie da si¢ zastosowaé tego samego protokotu, bo mnozenie
zwieksza stopienl wielomianu. Odpowiednie wielomiany jednej zmiennej
moga mieé¢ wyktadniczy stopien i by¢ zbyt dtugie, zeby dato sie je przestaé
w wielomianowym czasie podczas interakcji.

Aby sobie z tym poradzié, przerobmy formule ® na réwnowazna w sensie
QBF, ale taka, zeby zadna zmienna nie mogta przetrwaé¢ wiecej niz 2
kwantyfikatory. Konkretnie, idziemy od prawej do lewej i przy kazdym
kwantyfikatorze ogélnym:

inﬂ(xl, N ,SL’Z')

gdzie 6§ moze kwantyfikowaé¢ po zmiennych x;41,...,x,, zmieniamy for-
mute na

in.Elyl, N ,yi.(:cl = yl) A=A (Iz = yz) A\ H(yl, N ,yi).
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W ten sposéb dostajemy réwnowazna formule o n? zmiennych i o kwa-

dratowej dhugosci. Mozna jg normalnie zarytmetyzowaé, przy czym x = y
zastepujemy przez wielomian

zoy+(1—x)-(1-y)

Wtedy okazuje sie, ze kazdy z przesylanych w protokole wielomianéw jest
stopnia O(n), gdzie n jest dtugoscia ¢.

Uwaga 1: w tych protokotach losowe wybory V nie sa ukrywane przed P.
Pokazalismy wiec, ze AM|[poly|=IP, bez uzycia twierdzenia Goldwasser-
Sipsera.

Uwaga 2: W obu protokotach stowa z L sg dla odpowiednich proverow
zawsze akceptowane. W ten sposob udowodniliSmy wiec, ze w pierwszym
punkcie definicji TP mozna zamiast % wpisa¢ 1 i nie zmienimy klasy IP.



