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. Fized-parameter tractabillity. Idea: czasem istota trudnosci nie jest dlu-
gosé wejscia, ale jakis jego parametr. Ustalajac parametr, czasem mozemy
uzyska¢ algorytm wielomianowy. Czasem nawet wykladnik w tym wielo-
mianie nie zalezy od parametru. Takie problemy nazywamy FPT.

Formalnie: parametr to funkcja ze slow wejsciowych w liczby naturalne.
Problem jest fized parameter tractable wzgledem parametru k jesli ma
ztozonosé f(k) - n® (uwaga: k nie moze byé w wyktadniku).

. SAT jest FPT wzgledem liczby zmiennych k. Algorytm: sprawdz wszystkie
wartosciowania; ztozonosé 2%n.

. VERTEX-COVER jest FPT wzgledem rozmiaru maksymalnego pokrycia.

Algorytm: Dla kazdej krawedzi decydujemy ktory wierzchotek wziaé¢ do
pokrycia i robimy przy tym pelny backtracking. Ten backtracking ma
glebokosé k, wiec ztozonosé wychodzi 2Fn.

Uwaga: Pomyst ze sprawdzeniem kazdego podzbioru k-elementowego nie
dziata, bo k wpada w wyktadnik.

. k-kolorowanie grafu nie jest FPT wzgledem liczby koloréow (chyba ze P =
NP). Gdyby bylo, to 3-kolorowanie daloby sie rozwiazaé¢ w czasie f(k)-nc,
czyli wielomianowym.

Ale jest parametr, wzgledem ktoérego k-kolorowanie grafu jest FPT. Jest to
szeroko$é drzewiasta (treewidth). Oto definicja: dekompozycjq drzewiastq
grafu (V, E) nazywamy drzewo T, w ktorych wierzchotki sg podzbiorami
V, takie ze:

e dla kazdego v € V, wierzchotki z T do ktorych nalezy v tworza spdjne
(i niepuste) poddrzewo,

o dla kazdej krawedzi (u,v) € E istnieje wierzcholek X w T taki ze
u,v € X.

Dekompozycja nie jest jednoznaczna. Szerokoscig drzewiastq grafu na-
zywamy maksymalny rozmiar wezla w dekompozycji drzewiastej minus
jeden. W ten sposéb drzewa maja szerokosé drzewiasta 1.

Wiele probleméw jest FPT wzgledem szerokosci drzewiastej. Dla ustalo-
nej szerokosci drzewiastej k, rozktad drzewiasty mozna obliczyé w czasie
liniowym.

Zastosowania: np. grafy przeptywu kontroli w programach strukturalnych
maja treewidth co najwyzej 6 (Thorup’98). To pomaga np. w optymal-
nej alokacji rejestrow podczas kompilacji. Programy z GOTO nie maja
ograniczonej treewidth.



5. Problemy optymalizacyjne: znalezé najmniejsze pokrycie wierzchotkowe,
albo najwieksza klike. O takich problemach czesto sie mowi ze sg np.
NP-zupetne, ale co to wlasciwie znaczy? To nie sg problemy decyzyjne.

Problem optymalizacyjny mozna rozpatrywaé¢ w wersji decyzyjnej: dla da-
nego grafu i liczby k, czy istnieje klika o rozmiarze k? A dla problemu
szukania kliki (a nie tylko rozmiaru): dla danego grafu, liczby k i zbioru
wierzchotkow, czy istnieje klika o rozmiarze k zawierajaca te wierzchotki?
Wszystkie te problemy sie do siebie tatwo redukuja, i tak mozna rozpa-
trywac¢ problemy optymalizacyjne.

6. Aproksymacja: dla ustalonego e, znalezé rozwiazanie takie ze
(optimum-rozwiazanie) /optimum < e.

To jest dla probleméw maksymalizacyjnych; dla minimalizacyjnych chodzi
)
(rozwiazanie—optimum) /rozwiazanie < e.

Dla probleméw maksymalizacyjnych, e-algorytm zwraca rozwiazanie rowne
co najmniej 1 — e razy optimum. Dla minimalizacyjnych, zwraca rozwia-
zanie roéwne co najwyzej optimum podzieli¢ przez 1 — e.

Kres gorny wszystkich €, dla jakich istnieje algorytm wielomianowy, na-
zywamy progiem aproksymacji. Jezeli prog = 1 to w ogéle nie da sie
aproksymowac. Jezeli prog = 0, to mowimy ze istnieje PTAS (polynomial
time approximation scheme). Jezeli wykladnik algorytmu nie zalezy od e,
to méwimy ze istnieje silny PTAS.

7. Wezmy taki algorytm dla VERTEX-COVER: po kolei bra¢ wierzchotki
o najwiekszym stopniu, dodawa¢ do pokrycia i usuwaé z grafu wraz z
sasiadami, az graf zrobi sie pusty. Cwiczenie: Pokazac, ze to aproksymuje
minimalne pokrycie z doktadnoscia nie lepsza niz log n.

Rozwigzanie: Rozwaza sie tu grafy dwudzielne: po jednej stronie n wierz-
chotkow, po drugiej | 5]+ (5| +---+ ] =n-(Inn+O(1)) wierzchotkow
z nimi potaczonych.

8. Zadanie: Pokazaé¢ algorytm dla VERTEX-COVER z progiem %

Rozwigzanie: 7 dowolnej krawedzi wybieramy oba wierzchotki i usuwamy
je wraz z sasiadami.

Popularna hipoteza: nie ma lepszego algorytmu. (Wiadomo ze nie ma
przy zalozeniu unique games conjecture.)

9. Problem komiwojazera: prog aproksymacji rowny 1, tj. w ogole nie ma
efektywnej aproksymacji, chyba ze P = NP.

Dowdd: Zalozmy, ze jest algorytm aproksymacyjny z progiem e < 1. Zro-
bimy doktadny algorytm rozwiazywania cyklu Hamiltona. Dla dowolnego
grafu G = (V, E), robimy instancje problemu komiwojazera: odleglos¢
miedzy wierzchotkami i i j to:



e 1 jesli jest krawedz z ¢ do 7,

V]

® 1—e

jesli nie ma krawedzi.

Uruchommy na tym nasz przyblizony algorytm dla problemu komiwoja-
zera. Sa dwie mozliwodci:

e algorytm zwrocit podroz o koszcie |V|; wtedy jest cykl Hamiltona.

e algorytm zwrocil podroéz o koszcie C' ostro wiekszym niz {L_L Wiemy
ze algorytm ma wspoétczynnik aproksymacji €, a problem jest mini-
malizacyjny, wiec dla optimum O mamy:

1—g§e wiec 0> |V]

czyli nie ma cyklu Hamiltona.

To pokazuje nawet, ze nie ma nie tylko stalej aproksymacji, ale nawet
takiej, gdzie € zbiega wyktadniczo do zera (bo wtedy wciaz instancja
komiwojazera jest wielomianowego rozmiaru).

10. Problem plecakowy: prog rowny 0, istnieje silny PTAS. Dla kazdego € > 0,
istnieje algorytm e-aproksymacyjny o ztozonosci O(n?).
Problem plecakowy: mamy danych n obiektéw, kazdy o wartosci v; i wadze
w;, oraz prog W. Znalezé podzbior tych obiektow taki, by maksymalizo-
waé sume v;, ale by suma w; nie przekroczyta W.

Rozwigzanie: Najpierw taki algorytm: niech V' = max;(v;). Dla kazdego
t = 1l.niv = 0.nV obliczamy W (i,v): minimalna wage, jaka da sie
uzyskaé wybierajac sposrod pierwszych i obiektow tak, by warto$é byta
doktadnie V. To jest prosty algorytm dynamiczny, bo wzér rekurencyjny
tatwo wyprowadzi¢:

Wi+ 1,v) = min(W(i,v), W(i,v — vjp1) + wir1)

To daje koszt O(n2V) (razy czynniki logarytmiczne), czyli za duzo. (Przy
okazji: problem plecakowy jest FPT wzgledem V.)

Teraz sztuczka: dla pewnej liczby b, przeksztalémy kazda warto$é v; na
v} przez zastapienie b najmniej waznych bitow zerami. Teraz czas wyj-
dzie tylko O(n?V27%), bo b ostatnich bitéw wartosci mozemy wszedzie
zignorowac.

Niech S i S’ beda optymalnymi wyborami dla zadania z v; i v,. Mamy

nieréwnosci:
RIS SIS DITED PIED IR’
€S €S’ €S’ i€S €S
Jezeli wiec potraktujemy S’ jako przyblizone rozwigzanie oryginalnego
b
problemu, to uzyskamy wspolczynnik aproksymacji co najwyzej € = %,
bo V to dolne ograniczenie na rozwigzanie oryginalnego problemu.



Dla ustalonego ¢, wezmy wiec b = log % Wtedy uzyskamy wlasciwa

aproksymacje, a czas dzialania wyjdzie (’)(”;V ) = (’)"—:, czyli wielomia-

nowy.



