ZLOZONOSC OBLICZENIOWA - WYK. 10

1. Dwa rodzaje algorytméw randomizowanych:

e Monte Carlo: zawsze dzialamy szybko, zwykle udzielamy dobrej
odpowiedzi

e Las Vegas: zawsze udzielamy dobrej odpowiedzi, zwykle dzialamy
szybko, a petlimy sie z prawdopodobienistwem 0

Klasa ZPP (zero-error probabilistic polynomial time): te problemy, ktore
dadza sie rozstrzygnaé¢ w oczekiwanym czasie wielomianowym. Uwaga:
musimy to ostroznie zdefiniowaé¢, bo po czym jest brana ta warto$¢ ocze-
kiwana? Formalnie, rozwazamy (deterministyczne) maszyny z dostepem
do nieskoriczonej tasmy bitow, po ktorej jedziemy tylko w prawo (bity
losowe). Kazde obliczenie (tzn. obliczenie na kazdej zawartosci tasmy
losowej), ktore sie zatrzymuje po pewnej liczbie k odczytow tasmy lo-
sowej, dostaje prawdopodobienistwo 2. Oczekiwana dlugosé obliczenia
bierzemy po tym rozkltadzie, przy czym prawdopodobieristwo zapetlenia
powinno by¢ 0.

Cwiczenie: ZPP = RP N coRP (czyli algorytmy Las Vegas daja sie
tlumaczy¢ na algorytmy Monte Carlo)

2. Twierdzenie o niejednorodnej derandomizacji: BPP C P/poly. (Adle-
man’78, ten Adleman od szyfru RSA, Rivest-Shamir-Adleman)

Uwaga: to twierdzenie moéwi, ze dla kazdego jezyka w BPP istnieje ciag
obwod6éw o rozmiarze wielomianowym, ktéry go rozpoznaje. 7 drugiej
strony, gdyby taki cigg byt jednorodny, to jezyk bylby w P i kazdy jezyk
w BPP dalby sie derandomizowaé. To jest jednak otwarty problem, wiec
jasne ze ciag obwodéw, ktory wyniknie z naszego dowodu, bedzie “dziwny”,
tj. trudny do obliczenia.

Dowdd: Niech jezyk L bedzie rozpoznawany maszyng M w czasie p(n), z
prawdopodobiefistwem bledu 1. Dla (2m-+1)-krotnie dtuzszych $wiadkow,
prawdopodobienistwo bledu spada do (%)m.

Wezmy m = 3n. Prawdopodobieristwo, ze losowo wybrany $wiadek dtu-
gosci (2m + 1) - p(n) myli si¢ dla ustalonego stowa w to (2)3". Wobec
tego prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany $wiadek myli sie dla jakie-
gos stowa w dlugosci n to najwyzej 2" - (%)3". Tymczasem
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wiec istnieje swiadek, ktory nie myli sie dla zadnego slowa dlugosci n.
Ciag takich swiadkéw to porada rozpoznajaca L.

3. Nie znamy zadnego niewydumanego problemu, ktory bytby w BPP ale
o ktorym nie bytoby wiadomo czy jest w RP lub w coRP. Kiedys byto



tam sprawdzanie pierwszosci, ale wpadto do P. Natomiast BPP pozo-
staje dobrym kandydatem na klase tych problemoéw, ktore umiemy szybko
rozwiazywaé “w praktyce”. Cwiczenie: Jesli NP C BPP to NP C RP.

. Teraz co$ o derandomizacji algorytméw Monte Carlo. Ogoélnie wiemy
tylko, ze BPP C PSPACE, ale czasami mozna powiedzie¢ wiecej i sa
do tego rozne techniki. Wezmy przyktad MAX-CUT: dla nieskierowanego
grafu G = (V, E) (bez petli), obliczyé podzbior S C V taki ze

cut(S) ={{u,v} e Elue Sv¢gS}

jest maksymalnie duzy. (Jest tez wersja decyzyjna: czy maksymalny cut
jest wiekszy niz dane k7)

To jest problem NP-zupelny, ale istnieje prosciutki algorytm randomizo-
wany, ktory oblicza S o wartosci oczekiwanej cut(S) > @:

e dla kolejnych wierzchotkéow v € V', wrzué¢ v do S z prawdopodobien-

stwem %

Poniewaz wybory sa niezalezne, to dla kazdej krawedzi prawdopodobiei-
stwo, ze bedzie ona w cut jest %7 a wiec (z liniowosci warto$ci oczekiwanej)
|E

oczekiwany rozmiar cut to 5.

A jakie jest prawdopodobieristwo, ze obliczony cut ma rozmiar co najmniej

@? Ograniczmy to prawdopodobieristwo z dotu. Oznaczmy p = |V|.

Najgorszy mozliwy przypadek to ten, kiedy algorytm rzadko (w k przy-

padkach, dla pewnego k) zwraca cut o rozmiarze |E|, a czesto (w 2P — k
|E]

przypadkach) zwraca cut o rozmiarze 5+ — 1. Liczymy:
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7 tego wynika, ze prawdopodobienistwo tego, ze obliczony cut ma rozmiar
CcO najmniej %,
liczbe razy mozna prawdopodobienistwo bledu zbié do stalej. Istotnie,
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a prawdopodobienistwo nieuzyskania cutu o rozmiarze co najmniej
k niezaleznych losowaniach jest najwyzej (1 — ﬁ)k

wynosi co najmniej ﬁ Powtarzajac algorytm liniowsa
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Jak to teraz zderandomizowaé, tzn. podaé deterministyczny algorytm na
obliczanie S takiego ze cut(S) ma rozmiar co najmniej @? Pokazemy
dwa pomysty.

. Metoda warunkowych wartosci oczekiwanych: Aby zderandomizo-
wacé algorytm, musimy umie¢ znalezé “dobrego” $wiadka, w tym przypadku
takiego, ktory da cut(S) > @

Dla ustalonego ciagu bitow (zgadniec), by ... by, niech E(by, ..., by) warto-
$cig oczekiwang rozmiaru ciecia dla maszyny, ktéra na poczatku wylosuje
takie wlasnie bity. Jest jasne ze

1 1
E(by,...,by) = §E(bh oy by brgr) + §E(b13 oy b, mby)

wiec ktoéras z wartoéci po prawej musi byé nie mniejsza niz ta po lewej.
Zalozmy, ze umiemy deterministycznie policzy¢ E(by, ..., b;). Wtedy mo-
zemy dzialaé¢ “zachlannie™ zawsze wybieraé taki by 1, ktory daje wieksza
oczekiwang wielko$¢ ciecia. Zauwazmy, ze wtedy zawsze mamy
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czyli na koricu musimy dostaé ciecie o odpowiedniej wielkosci, bo ostatnia
wartosé E(---) to juz konkretna wielkos¢ ciecia.

Nie zawsze umiemy szybko policzyé¢ E(by,...,b), ale np. w przypadku
MAX-CUT umiemy. Pytanie: jaka jest oczekiwana wielko$¢ cut, jesli
dotad wybraliémy wierzchotki z S i odrzuciliSmy wierzchotki z T? Ano
taka:
X1

2
gdzie X to zbidr tych krawedzi, ktére maja co najmniej 1 wierzcholek poza
S UT. Bity trzeba wybieraé¢ tak, zeby maksymalizowaé te wartosé.

E(by,...,bk) = |cut(S,T)| +

. Metoda zmiennych parami niezaleznych: Dotychczas zatozylismy, ze
bity na tasmie losowej sa niezalezne. Ale w algorytmie na MAX-CUT wy-
starczy tylko, zeby Pr[b; = b;] = 1 dla kazdego i # j. A wiec wystarczy,
zeby bity byly parami niezalezne.

Formalnie, w algorytmie randomizowanym mozna liczy¢ prawdopodobieri-

stwa sukcesu tylko po tych ciagach bitéw losowych, ktére sa parami nie-
zalezne, i prawdopodobienistwo btedu nadal bedzie male.

Fakt: majac do dyspozycji log(n) bitow niezaleznych, mozna wyproduko-
waé n bitéw parami niezaleznych. Konkretnie bierzemy wszystkie mozliwe
XOR-y podzbioréw tych bitéw niezaleznych.

A wszystkie kombinacje log(n) bitéw niezaleznych mozna po kolei przej-
rze¢ w czasie wielomianowym.



7. Ogolna idea dla derandomizacji: uogoélnienie metody zmiennych parami
niezaleznych.

Ciag jest pseudolosowy jesli zaden algorytm wielomianowy nie umie go
odrézni¢ od losowego. Idea: jesli mozna deterministycznie, w czasie wie-
lomianowym, wygenerowaé ciag pseudolosowy dlugosci n z doskonale lo-
sowych logn bitéw, to mozemy deterministycznie zasymulowaé¢ maszyne
probabilistyczna!

Dokladniej: generator (obliczalna rodzina funkcji obliczalnych w P wzgle-
dem n reprezentowanego unarnie) G : {0,1}°8" — {0, 1}" jest e-pseudolosowy,
jesli dla kazdej rodziny funkeji D : {0,1}™ — {0, 1} w klasie P /poly mamy
wlasnosé, dla kazdego duzego n:

Prxe{o,l}log”[D(G(l’)) = 1] - PTyG{O,l}” [D(y) = 1} <e
Twierdzenie (Yao’82): Jesli istnieje generator %—pseudolosowy, to BPP =
P.

Dowdd: Wezmy maszyne M, ktora BPP-rozpoznaje pewien jezyk L w
czasie p(n). Dla danego stowa w dlugosci n,

e wygeneruj po kolei wszystkie ciagi bitow x dltugosci log(p(n)),

e dla kazdego z nich oblicz G(z),

o zasymuluj M na stowie w z bitami G(z).

e zaakceptuj jesli ponad polowa $wiadkow zaakceptowata.
Dowo6d poprawnosci: srednia uzyskanych wynikow (zer i jedynek) to

Prxe{071}logn [M(w, G(I‘)) = 1}
Dla kazdego stowa w funkcja D(y) = M (w,y) jest w klasie P, wiec wiemy
ze obliczona warto$é¢ rézni sie o co najwyzej 11—0 od
Prye{o,l}"[M(wﬂ) =1]

Czyli jesli w € L, to ta ostatnia wartos¢ jest co najmniej
poprzednia jest wieksza niz % Analogicznie dla w & L.
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8. Na poczatku myslano, ze takie generatory raczej nie istnieja, wiec twier-
dzenie Yao nie wywolalo wstrzasu. Ale z biegiem czasu okazywalo sie,
ze istniejg przy coraz stabszych zatozeniach. Najmocniejszy tego rodzaju
wynik to:
Twierdzenie (Impagliazzo-Widgerson’98): Jesli dla SAT nie istnieje (nie-
jednorodna) rodzina obwodéw rozmiaru mniejszego niz 20(n) to BPP =
P.

Dowdd trudny.

Zauwazmy jaki to ciekawy wynik: z trudnosci pewnego problemu (tu:
nieistnienia maltych obwodéw dla SAT) mozna wywnioskowaé¢ wynik ,}a-
twosciowy”, czyli rownosé dwoch klas ztozonosei.



