Formalnie iloczyn wektorowy jest
zdefiniowany w przestrzeni
tréjwymiarowej; w zadaniach

z geometrii w dwéch wymiarach
zwykle okresla sie go dla wektoréw
v1 = [z1,y1], v2 = [22,92] jako
liczbe z1y2 — x2y1.

Rys. 1. Dwa przypadki polozenia
nieuporzadkowanej czwérki
punktéw: A (po lewej) i B (po
prawej).
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Rys. 2. Przejscie prostej ze stanu
(4, z,y) = (2,2,5) do stanu (3,2,5),
a nastepnie do (4, 3,4).

Informatyczny kacik olimpijski (?7): Czworokaty wypuktle

W tym kaciku zajmiemy sie zadaniem Quadrilaterals z obozu w Petrozawodzku

w 2006 roku. Na plaszczyznie dane jest n punktéw w polozeniu ogdlnym (tzn. zadna
trojka punktéw nie lezy na jednej prostej). Nalezy wyznaczy¢ liczbe czworokatdéw
wypuklych, ktérych wierzcholki znajduja sie¢ wsréd podanych punktéw.

Aby sprawdzié, czy punkty pg, p1, p2, p3 moga by¢ kolejnymi wierzchotkami
czworokata wypuktego w porzadku przeciwnym do kierunku ruchu wskazéwek
zegara, wystarczy zbadaé, czy kazda trojka kolejnych punktow tworzy zakret
w lewo. W tym celu mozna zbadaé¢ znak iloczynu wektorowego:

(Pi — P(i-1) mod 4) X (P(i4+1) mod 4 — Pi) > 0.

Sprawdzajac wszystkie mozliwe czworki uporzadkowane, liczbe ,,dobrych czwérek”
mozemy wyznaczyé w czasie O(n*). Liczbe czworokatéw wypuktych uzyskamy,
dzielac liczbe ,dobrych czwérek” przez 4 (bierzemy poprawke na obroty cykliczne).

Aby otrzymaé szybsze rozwiazanie, skorzystamy z pewnego pomystowego triku.
Rozwazmy dowolna nieuporzadkowana czwérke punktéw (w polozeniu ogdlnym)

i zastanéwmy sie, jakie czworokaty mozna na niej zbudowaé. W zaleznosci od
wzajemnego ustawienia punktéw mamy dwa przypadki (patrz rys. 1): albo wszystkie
punkty leza na otoczce wypuklej (przypadek A), albo trzy punkty leza na otoczce
wypuklej, a czwarty punkt w srodku (przypadek B). Latwo przekonaé sie, ze

w pierwszym przypadku czwérka punktéw wyznacza jeden czworokat wypukty,
natomiast w drugim przypadku dostajemy trzy rézne czworokaty wkleste.

Powiemy, ze para punktéw {p1,p2} tworzy przeciecie z para punktéw {qi, gz}, jesli
punkty ¢1, g2 leza po réznych stronach prostej wyznaczonej przez punkty p1, ps.
Zauwazmy, ze czworka punktéw z przypadku A generuje nam dwa przeciecia (gdy za
punkty p1, p2 wezmiemy przeciwlegle wierzchotki czworokata wypukltego), natomiast
w przypadku B sa to trzy przeciecia (gdy jeden z punktéw py,ps lezy w $rodku
otoczki wypuklej). Niech P bedzie liczba wszystkich przecigé w zadanym zbiorze n
punktéw, natomiast a i b beda liczbg czwérek punktow tworzacych uktady
odpowiednio typu A i typu B. Mozemy napisa¢ nastepujacy uklad réwnan:

(e

P=2a+3b

Rozwiazujac ten uktad, dostajemy, ze liczba czworokatéw wypuklych to
a= 3(2) — P (przy okazji: liczba wszystkich czworokatéw to a + 3b = 2P — 3(2))

Pozostaje pokazac, jak wyznaczyé¢ liczbe P. Jesli dla ustalonej pary punktow
{p1,p2} dokladnie z punktéw lezy po jednej stronie prostej pips i y punktéw lezy po
drugiej stronie tej prostej, to mamy « - y przecie¢ zawierajacych pare {p1,p2}.
Rozwazajac kazda taka pare {p1,p2} osobno, uzyskujemy czas O(n?).

Szybciej wyznaczymy P, korzystajac z metody zamiatania. Ustalmy punkt p;
i przesunmy punkty na plaszczyznie tak, zeby srodek uktadu wspotrzednych znalazt
sie w p1. Dla kazdego innego punktu ¢ wyznaczmy kat a(q) € [0, 27), jaki tworzy
potprosta p1q z osia OX. Niech qq, ..., q,—1 bedzie lista tych punktéw posortowana
rosngco po katach a(q) mod 7, czyli po katach, jakie tworzy prosta p1q z osia OX.
Na poczatku przyjmujemy ps = ¢1 i wyznaczamy liczbe x i y punktow, ktore leza
powyzej i ponizej prostej p1pe (tj. odpowiednio na lewo i na prawo od wektora
p1p3). W kazdym kolejnym kroku i = 1,...,n — 2 zmieniamy punkt py na g; 41
i uaktualniamy x i y (patrz rys. 2):

if a(¢g;) <7 then y:=y+1 else x :=x + 1;

if a(giy1) <7 then x:=x —1 else y:=y —1;
Poniewaz dla ustalonego punktu p; sortowanie zajmie czas O(nlogn), a przejrzenie
~ czas O(n), wiec caty algorytm wykona sie w czasie O(n?logn). Uzyskany wynik
(sume iloczynéw x - y) musimy podzieli¢ przez 2, gdyz interesuja nas
nieuporzadkowane pary punktéw {pi,ps}.
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