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Polniezmienniki

1. (zad. 32 I etapu LviII OM) 7 n? plytek w ksztalcie tréjkata réwnobocznego o boku 1
ulozono trojkat réwnoboczny o boku n. Kazda plytka jest z jednej strony biata,
a z drugiej czarna. Ruch polega na wykonaniu nastepujacych czynnosci: wybieramy
pltytke P majacag wspolne boki z co najmniej dwiema ptytkami, ktérych widoczne
strony maja kolor inny niz widoczna strona ptytki P. Nastepnie odwracamy ptytke
P na drugg strone. Dla kazdego n > 2 rozstrzygnij, czy istnieje poczatkowe utozenie
plytek, pozwalajace wykona¢ nieskonczony cigg ruchéw.

2. Na szachownicy n x n szerzy sie epidemia. Na poczatku zarazonych jest k pol —
ognisk epidemii. Jezeli co najmniej dwoch z czterech sasiadéw nie zarazonego pola
jest zarazonych, to ono rowniez staje sie zarazone. Znajdz najmniejsze k takie, ze
zarazona moze zostaé¢ cata szachownica.

3. Danych jest 2n punktéw na plaszczyznie (zadne trzy nie sa wspétliniowe) —
n biatych i n czarnych. Udowodnij, ze punkty te mozna tak potaczy¢ n odcinkami,
aby kazdy odcinek miat konce réznych kolorow oraz by zadne dwa odcinki nie miaty
punktéw wspolnych.

4. Na plaszczyznie danych jest n punktéw Ay, ..., A,, z ktorych zadne trzy nie lezg
na jednej prostej oraz n prostych, z ktérych zadne dwie nie sa réwnolegte. Wykaz,
ze proste te mozna oznaczy¢ przez li,...,l, oraz tak wybra¢ z nich odpowiednio
punkty By, ..., B,, aby dla kazdego i, 1 < i < n, prosta A;B; byla prostopadta do [;
oraz odcinki A;B; byty parami roztaczne.

5. W pewnej grupie os6b kazdy ma co najwyzej trzech wrogéw. Udowodnij, ze
mozna te grupe podzieli¢ na dwie tak, by kazdy mial w swojej podgrupie co najwyzej
jednego wroga.

6. Na dworze krola Artura przebywa 2n rycerzy, z ktérych kazdy ma wséréd po-
zostalych co najwyzej n — 1 wrogéw. Wykaz, ze Merlin, doradca Artura, moze tak
rozsadzi¢ rycerzy za Okraglym Stotem, aby zaden rycerz nie siedziat obok swojego
wroga.

7. W tablice o wymiarach n x n wpisano n? liczb rzeczywistych. W jednym ruchu
mozemy zmieni¢ znaki wszystkich liczb stojacych w pewnej kolumnie lub w pewnym
wierszu. Udowodnij, ze wykonujac tylko takie ruchy mozna spowodowaé¢, aby sumy
liczb stojacych w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie byty nieujemne.

8. Rozwazmy sytuacje taka, jak w poprzednim zadaniu. Czy niezaleznie od konfigu-
racji poczatkowej mozna, uzywajac jedynie powyzej zdefiniowanych ruchéw, otrzy-
maé po pewnej liczbie krokéw tablice zawierajaca same liczby nieujemne?
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9. Kazda z liczb ay,as,...,a, (gdzie n > 2007) jest réwna 1 lub —1. Spelniona
jest réwnosé

1020304 + Q2030405 + A3A4A506 + . . . + Ap—20p_10,01 + Ap_10,0102 + apaiasas = 0.
Udowodnij, ze liczba n dzieli si¢ przez 4.

10. Zalézmy, ze gatunek ludzki nigdy nie wymrze (ale ludzie sa Smiertelni). Wykaz,
ze zyje obecnie kobieta, ktora w kazdym kolejnym pokoleniu bedzie miata potomka
ptci zenskiej.

11. Na okregu napisano n liczb naturalnych. Miedzy kazdymi dwiema sasiednimi
liczbami wpisujemy ich najwigkszy wspolny dzielnik, po czym wczesniej napisane
liczby $cieramy. Z nowo otrzymanymi n liczbami postepujemy analogicznie. Udo-
wodnij, ze po skonczonej liczbie takich ruchow wszystkie liczby na okregu beda
réwne.

12. Na stole lezy 13 kart czerwonych i 13 czarnych. W kazdym kroku podnosimy
losowo dwie karty, po czym zamiast nich ktadziemy na stot inne, wedtug nastepuja-
cych regut:

— zamiast dwoch czarnych ktadziemy czarng i dwie czerwone,

— zamiast czarnej i czerwonej — jedna czerwong,

— w przypadku dwoch czerwonych nie zwracamy nic.
Gra toczy si¢ do momentu, gdy na stole pozostang mniej niz dwie karty lub gdy
liczba ruchéw przekroczy 40. Wygrywamy, o ile w chwili zakoniczenia gry na stole
lezy jedna czerwona karta. Wykaz, ze wygrana w tej grze jest pewna.

Czesé zadan pochodzi z artykutéw K. Chelminskiego i W. Pompe Niezmienniki i poiniezmienniki
w Deltach nr 7/1996 1 8/1996.

Joanna Jaszunska, Instytut Matematyczny PAN, Warszawa http://www.mimuw.edu.pl/~joasiaj/plock:


http://www.mimuw.edu.pl/~joasiaj/plock

