Mazowicckic Niezmienniki

1. Konstruujemy ciag liczb wedlug nastepujacej zasady: startujemy od pewnej
liczby n, mnozymy ja przez 4, odejmujemy 6, wynik znéw mnozymy przez 4 itd.,
czyli uzyskujemy kolejno wyrazy n,4n,4n — 6,4(4n — 6),4(4n — 6) — 6,.... Czy dla
n =7 w tym ciggu wystapi liczba 10017 A 10007 Czy dla n = 1 wystapi liczba 167

2. Mamy dang liczbe 2010! = 1 -2 -...-2010. Obliczamy sume cyfr tej liczby,
nastepnie sume cyfr tak otrzymanej liczby i tak dalej. Uzasadnij, ze postepujac tak,
w koncu uzyskamy liczbe jednocyfrowa. Jaka to bedzie liczba?

3. Smok ma 200 gtow. Walczgcy z nim rycerz umie zadawaé cztery rodzaje cie¢
mieczem. Przy pierwszym rodzaju rycerz $cina 33 gltowy, ale 45 nowych odrasta.
Przy drugim rodzaju rycerz Scina 21 gtéw i nic nie odrasta. Przy trzecim rodzaju
Scinanych jest 17 gtéw, ale 14 z nich odrasta. Czwarty typ jest wyjatkowo pechowy —
pozwala $cigé tylko jedng smoczg gtowe, na miejscu ktorej odrasta az 349 nowych.
Czy rycerz, umiejetnie walczac, ma szanse $cig¢ wszystkie gltowy smoka tak, aby
zadna nie odrosta?

4. Na tablicy napisano liczby od 1 do 2007. Wybieramy dwie z nich, Scieramy i do-
pisujemy ich réznice. Czy ostatnia liczba, jaka pozostanie na tablicy, moze by¢ 277

5. W urnie jest 1410 kul biatych, 1789 kul czarnych i 2010 kul czerwonych. Poza
urng znajduje sie nieograniczony zapas kul kazdego koloru. Wyjmujemy z urny dwie
kule roznych kolorow i zastepujemy je jedna kulg trzeciego koloru. Postepujemy tak,
dopoki w urnie sg kule w réznych kolorach. Jaki kolor pozostanie w urnie na koncu?

6. Na pewnej wyspie zyja kameleony: 17 czerwonych, 15 zielonych i 13 z6ttych. Gdy
spotkajg sie dwa kameleony réznego koloru, oba zmieniajg barwe na te trzecig. Czy
moze sie zdarzy¢, ze wszystkie kameleony beda tego samego koloru?

7. Dana jest kwadratowa szachownica o k? polach. Na naroznym polu tej sza-
chownicy stoi wieza. Wykaz, ze jesli ta wieza moze przejs¢ ze swojego rogu do rogu
przeciwleglego, przechodzac przez kazde pole szachownicy doktadnie raz, to k jest
liczba nieparzysta.

8. Wokot okragtlej polanki ro$nie 10 drzew. Poczatkowo na kazdym drzewie siedzi
matpa. Co minute pewne dwie malpy przeskakuja, kazda na sasiednie drzewo. Czy
w pewnym momencie wszystkie malpy moga znalez¢ sie na jednym drzewie?

9. (zad. 10 z I etapu LIIT OM)  Dana jest szachownica 2000 x 2000. Na kazdym polu
lezy kamien. Wykonujemy nastepujace ruchy: jezeli na pierwszym i trzecim z trzech
kolejnych pdl lezacych w jednym wierszu lub kolumnie lezy kamien, to mozemy oba
te kamienie przetozy¢ na drugie z tych pdl (niezaleznie od tego, czy jakis kamien lezy
na $rodkowym polu i czy ruch oprézni jakiekolwiek pole). Rozstrzygnij, czy mozna
wykonujac takie ruchy przetozy¢ wszystkie kamienie na jedno pole.
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10. W pewnej grupie os6b kazdy ma co najwyzej trzech wrogéw (relacja wrogosci
jest symetryczna). Udowodnij, ze mozna te grupe podzieli¢ na dwie tak, by kazdy
mial w swojej podgrupie co najwyzej jednego wroga.

11. (zad. 321 etapu Lviir om) 7 n? plytek w ksztalcie trojkata réwnobocznego o boku 1
ulozono trojkat réwnoboczny o boku n. Kazda plytka jest z jednej strony biata,
a z drugiej czarna. Ruch polega na wykonaniu nastepujacych czynnosci: wybieramy
ptytke P majacag wspdlne boki z co najmniej dwiema ptytkami, ktérych widoczne
strony majag kolor inny niz widoczna strona ptytki P. Nastepnie odwracamy ptytke
P na drugg strone. Dla kazdego n > 2 rozstrzygnij, czy istnieje poczatkowe utozenie
plytek, pozwalajace wykonaé nieskonczony cigg ruchéw.

12. Na szachownicy n X n szerzy sie epidemia. Na poczatku zarazonych jest k
pol — ognisk epidemii. Jezeli co najmniej dwoch z czterech sgsiadéw nie zarazonego
pola jest zarazonych, to ono réwniez staje si¢ zarazone. Znalez¢ najmniejsze k takie,
ze zarazona moze zosta¢ cata szachownica.

13. Danych jest 2n punktow na plaszezyznie (zadne trzy nie sa wspo6tliniowe) —
n biatych i n czarnych. Udowodnij, ze punkty te mozna tak potaczy¢ n odcinkami,
aby kazdy odcinek miat konce réznych kolorow oraz by zadne dwa odcinki nie miaty
punktéw wspolnych.

14. Kazda z liczb ay,as,...,a, (gdzie n > 2010) jest réwna 1 lub —1. Spetniona
jest rownosé

1020304 + A2a3a405 + A3a40506 + . .. + Ap_920p_10p,01 + Ap_10,0102 + a,a1a2a3 = 0.
Udowodnij, ze liczba n dzieli si¢ przez 4.

Joanna Jaszunska, Warszawa http://www.mimuw.edu.pl/~joasiaj/plock:


http://www.mimuw.edu.pl/~joasiaj/plock

