zajecia DELTAKLUBU, Plock

Liczby zespolone

Liczbami zespolonymi nazywamy liczby postaci
z=a+ bi,

gdzie wspotczynniki a i b sa rzeczywiste, zas ¢ jest jednostkg urojonag, spetiajaca
warunek 2 = —1.

Réwnosé liczb zespolonych a + bi = ¢ + di zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
a = coraz b=d.

Dodawanie i mnozenie definiujemy ,naturalnie”, pamietajac o tym, ze i2 = —1:

(a+bi) + (c+di) = (a+b) + (¢ + d)i,
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.
Zbior liczb zespolonych oznaczamy symbolem C.

1. Jakie wartosci moga przyjmowac potegi liczby 7

a+bi

2. Oblicz element odwrotny do a + bi oraz iloraz 57

3. Udowodnij, ze w zbiorze C nie da sie wprowadzi¢ liniowego porzadku zgodnego
z dziataniami.

4. Dla jakich z € C funkcja f(z) = z + % przyjmuje wartosci rzeczywiste?

5. Dla liczby z = a + bi liczbe zespolong a — bi nazywamy liczba sprzezong z z i
oznaczamy z. Sprawdz, ze

z+Z=2a;, 21tz =717 Z 23=72"29;
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6. Modutem liczby zespolonej nazywamy jej odlegtosé od zera, czyli dla z = a+bi

mamy
2| = Va2 + b2.

Sprawdz, ze modut iloczynu lub ilorazu to odpowiednio iloczyn lub iloraz modutéw.
Sprawdz tez, ze zachodzi nierownosé tréjkata

|21 + 20| < 21| + |22

7. Sprawdz, ze

2z =z

8. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb catkowitych a, b, ¢, d istnieja takie liczby cat-
kowite s, t, ze
(a* +b%)(* + d%) = (s* + ).
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9. Zmajdz nieskonczenie wiele rozwiazan rownania
@+ +1)=2"+1
w liczbach catkowitych dodatnich z,y, 2.
10. (Zasadnicze Twierdzenie Algebry) W C kazdy wielomian ma pierwiastek.

11. (Wniosek = zTA) W C kazdy wielomian stopnia n ma n pierwiastkow.

12. (Wniosek = zTA) W R kazdy wielomian rozktada sie na iloczyn wielomianéw
liniowych oraz kwadratowych nierozktadalnych.

13. (Wniosek = zTA) W C kazdy wielomian przyjmuje wszystkie wartosci.

Postaé¢ trygonometryczna i wzér de Moivre’a

Zauwazmy, ze liczbe zespolong mozna wygodnie opisa¢ we wspotrzednych biegu-
nowych, podajac jej odlegtosé od 0 na ptaszczyznie zespolonej oraz kat, jaki tworzy
jej wektor z poziomg osig. Postac

z = (r,p) =r(cosp + isiny)

nazywamy postaciq trygonometryczng, r to znany nam juz modut liczby z,
za$ ¢ nazywamy argumentem (zadany z dokltadnoscia do 27). Katy mierzymy
antyzegarowo.

14. Oblicz |z, — 21|, gdzie 21 = $(cosE +isink), 2 =1 — iV/3.

15. Uzasadnij, ze modut iloczynu liczb zespolonych to iloczyn ich modutow, zas
argument iloczynu to suma argumentéw.

16. (Wz6r de Moivre’a dia W) Udowodnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi

n

2" = r"(cos(nyp) + isin(ny)).

17. Opisz wzorem i podaj interpretacje geometrycznag wszystkich pierwiastkow
n-tego stopnia z 1.

18. Wyraz sindp i cosbp przez sing i cosp.

19. Dane sa punkty A= (3,1), B=(3,-1), C=(7,—1), D= (1,1), O = (0,0).
Oblicz |[£LAOB| + |£COD|.

20. Podaj interpretacje geometryczng nastepujacych zbiorow:
I. {z€eC:|lz—c|+|z+¢<2a};a€R, a>0, ceC, || <a,
2. {z€C:0< Re(iz) < 1},

3. {zeC: Z*H <1}

z—

21. 2/1/rmrom)  Na bokach AB i AC trojkata ABC zbudowano, po jego zewnetrz-
nej stronie, kwadraty ABDFE i ACFG. Punkty M i N sa odpowiednio srodkami
odcinkow DG i FF. Wyznacz mozliwe wartosci wyrazenia M N : BC.
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22. (Twierdzenie Napoleona dla tréjkata)  Na bokach trojkata zbudowano, na zewnatrz,
trojkaty rownoboczne. Udowodnij, ze ich srodki tworza tréjkat rownoboczny.

23. Trojkaty réwnoboczne Ay B1C, Ay BoC' oraz A3 B3C' sg tak samo zorientowane.
Punkt M; jest srodkiem odcinka AsBs, punkt M, — érodkiem Az B, zas punkt M;
jest srodkiem A; By. Udowodnij, ze trojkat My My Ms jest réwnoboczny.

24. Dane sg punkty A i B. Punkt C' jest dowolnym punktem ustalonej potptaszczy-
zny wyznaczonej przed prosta AB. Na bokach AC, BC tréjkata ABC' budujemy,
na zewnatrz, kwadraty ACDFE oraz BFGC'. Udowodnij, ze wszystkie tak otrzyma-
ne proste EF' przechodza przez pewien ustalony punkt, zalezny tylko od potozenia
punktéw A i B.

25. (Twierdzenie Ptolemeusza) Udowodnij, ze dla dowolnego czworokata ABC'D zachodzi
nieréwnos¢ AB-CD + AD - BC > AC - BD oraz ze réowno$¢ zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy na czworokacie ABC'D mozna opisaé okrag.

26. Wykaz, ze jesli n = 8k + 1, to
n\ (n N n N n
1 3 5 n

n

1
Y sin2km = (.
n

jest potega liczby 16.

n—1 —
27. Wykaz, ze Y. cos?=
E=0 " k=0

28. (vmom) Wykaz, ze cosT — 005277r + 00537” = %

29. Wyznacz wzory na sumy
14 cosa + cos2a + ... + cosna,

1+ stna + stn2a + ... + sinnao.

30. Wykaz, ze dla dowolnych liczb naturalnych m, n, k wielomian 23" 423"+ 4 x3k+2
jest podzielny przez wielomian z? + x + 1.
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