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Nierownos¢ i twierdzenie Ptolemeusza

Twierdzenie Ptolemeusza. Dla dowolnego czworokqgta ABC D zachodzi nieréw-
nos¢ AB-CD + AD - BC > AC - BD. Rowno$¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy

na czworokgcie ABC'D mozna opisac okrqg.

1. Niech ABC bedzie trojkatem rownobocznym, a P dowolnym punktem lezacym
na okregu opisanym na nim, na tym tuku BC, ktory nie zawiera A. Wykaz, ze
BP +CP = AP.

2. Korzystajac z twierdzenia Ptolemeusza, udowodnij twierdzenie Pitagorasa.

3. W tréjkacie o bokach a, b, ¢ dhugosci $rodkowych opuszczonych odpowiednio na

te boki oznaczmy przez m,, my, m.. Udowodnij, ze my ¢ +m. b > 2 m, a.

4. Punkty P, Q, R leza odpowiednio na odcinkach AB, AC, AD w réownolegtoboku
ABCD. Wykaz, ze jesli na czworokacie APQ R mozna opisa¢ okrag, to AR - AD +
AP - AB = AQ - AC.

5. Udowodnij, ze z odcinkow o dtugosciach réwnych iloczynom dlugosci przeciwle-

gtych krawedzi dowolnego czworos$cianu mozna zbudowaé tréjkat.

6. (3/ur/xLvirr om)  Srodkowe écian bocznych ABD, AC D, BC'D ostrostupa ABCD
poprowadzone z wierzchotka D tworza réwne katy z krawedziami, do ktérych zostaty
poprowadzone. Wykaz, ze pole kazdej $ciany bocznej jest mniejsze od sumy pol

dwdéch pozostalych $cian bocznych.

7. (Delta 9/2004/14/486) Dany jest czworoscian ABCD, w ktérym | BAC| = 180° —
| BDC|. Udowodnij, ze na krawedzi BC' istnieje dokladnie jeden punkt P, dla

ktorego zachodzi réwnosé

|AP| |DP] |AB| |AC|

|BD|-|CD| * |BD|-|CD| |BC|-|BD| |BC|-|CD|

8. Czworokat ABC'D jest wypukty. Udowodnij, ze

(AB+ CD)*+ (AD + BC)? > (AC + BD)*.
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9. (s6 mom) Niech ABCDFEF bedzie szesciokatem wypuklym takim, ze AB =
BC = CD, DE = EF = FA oraz ABCD = {EFA = 60°. Niech G i H beda
dwoma punktami wewnatrz tego szesciokata. Udowodnij, ze AG+GB+GH+DH +
HE > CF.

10. (2/1i/n1om) Dwusieczna kata BAC trojkata ABC przecina okrag opisany na tym
trojkacie w punkcie D réznym od A. Punkty K i L sg rzutami prostokatnymi od-
powiednio punktéw B i C' na prostg AD. Udowodnij, ze AD > BK + C'L.

11. Korzystajac z twierdzenia Ptolemeusza, udowodnij wzory na sinus sumy i roz-

nicy katow: sin(a + ff) = sin(a)cos(B) + cos(a)sin(f),

sin(a — B) = sin(a)cos() — cos(a)sin(3).

12. (12/x Bw) W trojkacie ABC' zachodzi réwnosé 2- AB = AC + BC. Udowodnij,
ze nastepujace cztery punkty: srodek okregu wpisanego w ten trojkat, srodek okregu
opisanego oraz $rodki bokow AC' i BC', leza na jednym okregu.

13. (Twierdzenie Carnota) Niech r i R beda promieniami okregéw, odpowiednio,
opisanego i wpisanego w trojkat ABC, za$ O niech bedzie srodkiem okregu opisane-
go. Niech z, y, z beda odlegtosciami punktu O od bokéw, odpowiednio, AB, AC, BC,
przy czym jesli cata najkrotsza droga od O do boku lezy poza trojkatem ABC, to

odpowiadajaca jej odlegtosé¢ uznajemy za ujemna. Udowodnij, ze x+y+2 = R+r.

14. (Stare twierdzenie japonskie) Dany jest wielokat W wpisany w okrag. Triangu-
lujemy ten wielokat w dowolny sposéb, wpisujemy w kazdy z otrzymanych trojkatow
okrag i liczymy sume dtugosci promieni tych okregow. Wykaz, ze suma ta nie zalezy

od triangulacji.

Skréty przy numerach zadan:

—  x/y/z OM — zadanie nr x z etapu nr y Olimpiady Matematycznej nr z;

— x MOM — zadanie z Migdzynarodowej Olimpiady Matematycznej nr x;

— Delta x/y/z/w — pismo Delta nr x z roku y, str. z, zad. nr w;

— Zw x/y — zadanie z Obozu Naukowego OM w Zwardoniu, z roku x, w broszurce z obozu ma nr y;
—  x/y BW — zadanie nr x z Zawodéw Matematycznych Panstw Baltyckich nr y.

Sporo zadan z dawnych Olimpiad, zawodéw miedzynarodowych oraz z obozéw w Zwardoniu (czesto z rozwigzaniami)
znalez¢é mozna na stronie internetowej OM: www.om.edu.pl.
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