
1 Homotopie 3: Przeksztaªcenia S1 → S1

Grupa 2: Pi¡tek 26.I, Grupa 4: Czwartek 18.I

Zadanie 1. Rozwa»my torus S1 × S1. Niech π1, π2 : S1 × S1 → S1 b¦d¡ rzutowaniami
na wspóªrz¦dne.

a) Wyka», »e rzutowania π1 i π2 nie s¡ homotopijne.

b) Wyka», »e torus nie jest ±ci¡galny.

Hint: rozwa»y¢ dobrze wybrane wªo»enie S1 → S1 × S1.

Zadanie 2. NiechX b¦dzie dowoln¡ przestrzeni¡, a Y ⊂ X podprzestrzeni¡ nie±ci¡galn¡.
Zaªó»my, »e istnieje ci¡gªe przeksztaªcenie π : X → Y takie, »e

∀y∈Y π(y) = y .

Wyka», »e X nie jest ±ci¡galna.

Zadanie 3 (E22/23). Niech X b¦dzie dowoln¡ przestrzeni¡. Zde�niujmy

ΣX := X × [0, 1]/(X × {0} ∪X × {1}) .

a) Uzasadnij, »e przestrze« ΣX jest nie±ci¡galna.

b) Uzasadnij, »e przestrze« ΣX jest ªukowo spójna.

Zadanie 4 (E13/14). Uzasadnij, »e nakªuty torus S1 × S1 −{1}× {1} jest nie±ci¡galny.

Zadanie 5 (E13/14). Rozwa»my przeksztaªcenia f1, f2 : S
1 → C−{−2, 2} dane wzorami

f1(z) = z − 2 , f2(z) = z + 2

Uzasadnij, »e f1 i f2 nie homotopijne.

Zadanie 6 (E13/14). Rozwa»my przeksztaªcenia f1, f2 : S
1 → (C\{0})×R dane wzorami

f1(z) = (z2,Re(z)) , f2(z) = (z, Im(z))

Uzasadnij, »e f1 i f2 nie homotopijne.
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2 Homotopie 2: przestrzeni ±ci¡galne

Grupa 2: �roda 24.I, Grupa 4: �roda 17.I

Zadanie 1. Uzasadnij, »e przestrze« (Rn, deu) jest ±ci¡galna.

Zadanie 2 (6.4). Niech

X =

(⋃
n∈N

{1/n} × [0, 1]

)
∪ {0} × [0, 1] ∪ [0, 1]× {1} .

Uzasadnij, »e X jest przestrzeni¡ ±ci¡galn¡.

Zadanie 3 (6.5). Niech I(a; b) oznacza odcinek domkni¦ty na pªaszczy¹nie ª¡cz¡cy punkty
a i b. Niech

X = I((0, 0); (0, 1)) ∪
⋃
n∈N

I((
1

n
, 0); (0, 1)) .

a) Uzasadnij, »e X jest ±ci¡galna.

b) Uzasadnij, »e nie istnieje homotopia H : X×I → X mi¦dzy idX a przeksztaªceniem
staªym f(x) = (0, 0) taka, »e dla dla ka»dego t ∈ [0, 1] zachodzi H((0, 0), t) = (0, 0).

Zadanie 4 (6.3). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ ±ci¡galn¡, a Y dowoln¡ przestrzeni¡. Uza-
sadnij, »e

a) dowolne przeksztaªcenie f : X → Y jest homotopijne z przeksztaªceniem staªym.

b) dowolne przeksztaªcenie f : Y → X jest homotopijne z przeksztaªceniem staªym.

Zadanie 5 (E14/15). Rozwa»my przestrze« funkcji ci¡gªych z metryk¡ supremum (C[0, 1], dsup).
Sprawdzi¢ czy poni»sze podprzestrzenie s¡ ªukowo spójne. Sprawdzi¢, czy s¡ ±ci¡galne.

A = {f ∈ C[0, 1]|f(0) ≤ f(1)} , B = {f ∈ C[0, 1]|f(0) ̸= f(1)} .

Zadanie 6 (6.8). Niech

E = {x ∈ R2|1 < deu(x, 0) < 3} , ∂E = {x ∈ R2|deu(x, 0) = 1 ∨ deu(x, 0) = 3} .

Niech Y b¦dzie przestrzeni¡ ±ci¡galn¡. Uzasadnij, »e ka»de przeksztaªcenie ci¡gªe f : ∂E → Y
mo»na przedªu»y¢ do ci¡gªego f̃ : E → Y .

Zadanie 7 (6.7). Niech
D = {x ∈ R2|deu(x, 0) ≤ 2} .

Niech Y b¦dzie przestrzeni¡ ±ci¡galn¡. Uzasadnij, »e ka»de przeksztaªcenie ci¡gªe f : S1 → Y
mo»na przedªu»y¢ do ci¡gªego f̃ : D → Y .
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3 Homotopie 1: przykªady

Grupa 2: Pi¡tek 19.I, Grupa 4: Czwartek 11.I

Zadanie 1. a) Rozwa»my, przestrze« X = {(x, y) ∈ R2|y = x2}. Znajd¹ homotopi¦
mi¦dzy przeksztaªceniami f1, f2 : {a} → X:

f1(a) = (1, 1) , f2(a) = (−1, 1) .

b) Uzasadnij, »e przestrze« topologiczna X jest ªukowo spójna wtedy i tylko wtedy
gdy dowolne dwa przeksztaªcenia z punktu w X s¡ homotopijne.

Zadanie 2. a) Znale¹¢ homotopi¦ mi¦dzy przeksztaªceniami f1, f2 : S
1 → R2:

f1((x, y)) = (x− 2, y) , f2((x, y)) = (1, 0) .

b) Uzasadni¢, »e dowolne dwa przeksztaªcenia f1, f2 : X → R2 s¡ homotopijne.

Zadanie 3. Uzasadnij, »e przeksztaªcenia f1, f2 : S
1 → R2 − {0}:

f1((x, y)) = (x− 2, y) , f2((x, y)) = (1, 0) ,

s¡ homotopijne.

Zadanie 4 (6.1,6.2). Uzasadni¢, »e przeksztaªcenia f i g s¡ homotopijne.

a) f, g : S1 → S1, f(z) = z, g(z) = iz.

b) f, g : S2 → S2, f(x) = (−1, 0, 0), ∀x∈S2g(x) ̸= (1, 0, 0).

c) f, g : X → Sn, ∀x∈Xdeu(f(x), g(x)) < 2

Zadanie 5. Niech f1, f2 : X → Y b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi. Zaªó»my, »e f1 i f2 s¡
homotopijne

a) Niech h : Y → Z b¦dzie ci¡gªe. Uzasadnij, »e h ◦ f1 i h ◦ f2 s¡ homotopijne.

b) Niech g : Z → X b¦dzie ci¡gªe. Uzasadnij, »e f1 ◦ g i f2 ◦ g s¡ homotopijne.

Zadanie 6. Niech f : [0, 1] → X b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡. Niech g : [0, 1] → X b¦dzie dane
przez g(t) = f(0). Znajd¹ homotopi¦ mi¦dzy f i g.
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4 Zupeªno±¢ 2

Grupa 2: Pi¡tek 12.I, Grupa 4: Czwartek 21.XII

Praca domowa 1. Niech A ⊂ Rn b¦dzie zbiorem przeliczalnym w (Rn, deu). Dla k ∈ N
niech Fk ⊂ R b¦d¡ zbiorami domkni¦tymi brzegowymi. Poka», »e istnieje punkt c ∈ Rn

taki, »e dla ka»dego a ∈ A zachodzi

deu(c, a) /∈
⋃
k∈N

Fk .

Zadanie 1 (E22/23). Niech X =
⋃

n∈N{1/n} × [−1/n, 1/n]. Niech dk b¦dzie metryk¡
kolejow¡, a dr metryk¡ rzeki.

a) Czy (X, dk) jest zupeªna? Czy jest metryzowalna w sposób zupeªny?

b) Czy (X, dr) jest zupeªna? Czy jest metryzowalna w sposób zupeªny?

Zadanie 2 (E19/20). Dla a ∈ R zde�niujmy X(a) = {f ∈ C[0, 1]|f(0) = a}.

a) Uzasadnij, »e X(a) ⊂ (C[0, 1], dsup) jest domkni¦ty i brzegowy.

b) Niech X =
⋃

q∈Q X(q). Uzasadnij, »e (X, dsup) nie jest metryzowalna w sposób
zupeªny.

Zadanie 3 (E20/21). Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡ zupeªn¡, a T dowolnym
zbiorem. Niech

{ft : X → R|t ∈ T}
b¦dzie rodzin¡ funkcji ci¡gªych ograniczonych punktowo, czyli:

∀x∈X∃k∈N∀t∈Tft(x) ∈ [−k, k] .

Uzasadnij, »e istnieje niepusty zbiór otwarty U ⊂ X i liczba naturalna m takie, »e

∀x∈U∀t∈Tft(x) ∈ [−m,m] .

Zadanie 4 (K∗12/13). Krzyw¡ algebraiczn¡ nazywamy podzbiór

X = {(x, y) ∈ R2|
n∑

k,l=0

ckl · xkyl = 0}

gdzie n ∈ N i wspóªczynniki ckl ∈ R nie s¡ wszystkie równe zero. Uzasadnij, »e pªaszczyzny
nie da si¦ pokry¢ przeliczalnie wieloma krzywymi algebraicznymi.

Zadanie 5. Rozwa»my przeksztaªcenie T : R → R dane przez T (x) = ln(1 + ex).
Uzasadni¢, »e T nie ma punktu staªego, ale |T (x)− T (y)| < |x− y|.

Zadanie 6. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ zupeªn¡, a T : X → X przeksztaªceniem roz-
szerzaj¡cym, czyli istnieje c > 0 takie, »e

|T (x)− T (y)| ≥ c · |x− y|

Zaªó»my, »e T jest na. Uzasadni¢, »e T ma dokªadnie jeden punkt staªy.
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5 Zupeªno±¢ 1

Grupa 2: �roda 10.I, Grupa 4: �roda 20.XII

Zadanie 1. Niech dk b¦dzie topologi¡ kolejow¡. Uzasadnij, »e (R2, dk) jest zupeªna.

Zadanie 2. Rozwa»my zbiór R+ = (0,∞). Uzasadni¢, »e (R+, deu) nie jest zupeªna ale
jest metryzowalna w sposób zupeªny.

Zadanie 3 (3.8). Uzasadni¢, »e liczby niewymierne nie s¡ sum¡ przeliczalnie wielu zbio-
rów domkni¦tych w R.

Zadanie 4 (3.6). Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ zupeªn¡. Uzasadni¢, »e je±li X jest
przeliczalna to posiada punkt izolowany.

Zadanie 5 (3.10). Które z poni»szych zbiorów s¡ metryzowalne w sposób zupeªny:

Q , Q× R ,
⋃
n∈N

{1/n} × [0, 1] ,

{(x, y) ∈ R2|0 <
√

x2 + y2 < 1} , {(x, y) ∈ R2|
√
x2 + y2 ∈ Q} .

Zadanie 6 (3.11). Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ zupeªn¡, U ⊂ X zbiorem otwartym,
a F = X − U jego dopeªnieniem.

a) Uzasadnij, »e

d̃(x, y) = d(x, y) +

∣∣∣∣ 1

d(x, F )
− 1

d(y, F )

∣∣∣∣
jest metryk¡ na U .

b) Wybierzmy x ∈ U . Uzasadnij, »e Bd̃(x, ε) ⊆ Bd(x, ε). Uzasadnij, »e dla ka»dego
ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e Bd(x, δ) ⊆ Bd̃(x, ε). Wywnioskuj, »e d i d̃ generuj¡ t¡
sam¡ topologi¦.

c) Uzasadnij, »e ci¡g Couchy'ego {xn}n∈N w (U, d̃) jest równie» ci¡giem Cauchy'ego w
(X, d). Uzasadnij, »e jego granica nale»y do U .

d) Wywnioskuj, »e U jest metryzowalna w sposób zupeªny.

Zadanie 7. Powtórz poprzednie zadanie u»ywaj¡c 3.11.

Zadanie 8 (3.14). Niech S1 = {(x, y)|x2 + y2 = 1} b¦dzie okr¦giem jednostkowym.

� Uzasadni¢, »e istnieje punkt (a, b) taki, »e dla ka»dej pary liczb wymiernych q, c ∈ Q
zachodzi b ̸= aq + c

� Niech F b¦dzie zbiorem domkni¦tym i brzegowym na prostej. Uzasadni¢, »e istnieje
punkt (a, b) taki, »e dla ka»dej pary q ∈ Q , c ∈ F zachodzi b ̸= aq + c
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6 Spójno±¢ 3

Praca domowa 1. Rozwa»my przestrze«

X =

(⋃
n∈N

{1/n} × [0, 1]

)
∪ ([0, 1]× {0}) ∪ {(0, 1)} ∪ {(0, 1/2)} .

Czy ta przestrze« jest spójna? Czy jest ªukowo spójna?

Zadanie 1. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡, Y zbiorem a f : X → Y funkcj¡.
Mówimy, »e f jest lokalnie staªa gdy dla ka»dego punktu x ∈ X funkcja f jest staªa
na pewnym otoczeniu punktu x. Zaªó»my, »e X jest przestrzeni¡ spójn¡. Uzasadnij, »e
dowolna funkcja lokalnie staªa jest staªa.

Zadanie 2. NiechX b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡. Mówimy, »eX jest lokalnie ªukowo
spójna gdy ka»dy punktu x ∈ X posiada ªukowo spójne otoczenie. Zaªó»my, »e X jest
przestrzeni¡ spójn¡ i lokalnie ªukowo spójn¡. Uzasadnij, »e X jest ªukowo spójna.

Zadanie 3 (5.10). Niech a = {(0, 0)}, b = {(1, 0)} i niech

X = {a, b} ∪
∞⋃
n=1

[0, 1]× {1/n} .

Niech ∼ b¦dzie relacj¡ nale»enia do tej samej skªadowej spójno±ci. Pokaza¢, »e przestrze«
ilorazowa X/∼ nie jest T2.

Zadanie 4 (E21). Niech X b¦dzie przestrzeni¡ spójna. Udowodnij, ze je±li X = F ∪H,
gdzie F i H sa domkni¦te oraz przeci¦cie F ∩H jest spójne, to zbiory F i H sa spójne.
Czy zaªo»enie domkni¦to±ci zbiorów F i H jest istotne?

Zadanie 5. Stwierdzi¢ które z liter X,U, T,H, J,K, Z,O, P s¡ ze sob¡ homeomor�czne.
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7 Spójno±¢ 2, skªadowe spójno±ci

Zadanie 1 (Powtórzenie z wykªadu). Niech f : X → Y b¦dzie ci¡gª¡ funkcj¡ na. Za-
ªó»my, »e X jest spójny. Pokaza¢, »e Y jest spójny.

Zadanie 2 (Powtórzenie z wykªadu). Udowodni¢, »e produkt dwóch przestrzeni spójnych
jest spójny.

Zadanie 3. Niech X b¦dzie spójn¡ przestrzeni¡ topologiczn¡, a f, g, h : X → R funk-
cjami ci¡gªymi. Niech

Sx = {(s, t) ∈ R2|(s− f(x))2 + (t− g(x))2 = h(x)2} .

Pokaza¢, »e zbiór S =
⋃

x∈X Sx jest spójny.

Zadanie 4. Niech a = {(0, 0)}, b = {(1, 0)} i niech

X = {a, b} ∪
∞⋃
n=1

[0, 1]× {1/n}

b¦dzie podprzestrzeni¡ pªaszczyzny euklidesowej. Wyznacz skªadowe spójne przestrzeni
X. Pokaz, ze X nie jest homeomor�czna z X \ {a}.

Zadanie 5. Wykaza¢, ze w spójnej przestrzeni metryzowalnej, maj¡cej co najmniej dwa
punkty, ka»da kula jest nieprzeliczalna.

Zadanie 6. Wyznacz skªadowe spójne Q z topologi¡ euklidesow¡. Wyznacz skªadowe
spójne R z topologi¡ strzaªki. Zauwa», »e nie s¡ to zbiory otwarte.

Zadanie 7. Uzasadni¢, »e skªadowe spójno±ci s¡ domkni¦te.

7



8 Spójno±¢ 1

Teoria: Spójno±¢, ªukowa spójno±¢ 4.1, 4.2

Zadanie 1. Poka», »e R2 z topologi¡ metryki kolejowej i metryki rzeka s¡ spójne. Poka»,
»e R z topologi¡ strzaªki jest niespójna.

Zadanie 2. Rozwa»my funkcje f : R → R i g : R → R takie, »e ∀x∈Rf(x) ≥ g(x). Niech

S = {(x, y) ∈ R2 : f(x) ≥ y ≥ g(x)} .

Wykaza¢, »e je±li f jest funkcj¡ ci¡gª¡, to zbiór S jest spójny.

Zadanie 3. Niech A b¦dzie spójnym podzbiorem przestrzeni topologicznej X, i niech
B ⊂ X b¦dzie podzbiorem takim, ze A ⊂ B ⊂ A. Poka», »e B jest spójny.

Zadanie 4. Rozwa»my funkcj¦ f : R → R. Wykaza¢, »e je±li wykres

W (f) := {(x, f(x))|x ∈ R} ⊂ R2

jest spójnym podzbiorem pªaszczyzny, to f ma wªasno±¢ Darboux.

Zadanie 5. Pokaz, ze zbiór

X =
∞⋃
n=1

{{1/n}×[0, 1]}∪
∞⋃
n=1

{{−1/n}×[−1, 0]}∪
∞⋃
n=1

{[−1, 0]×{1/n}}∪
∞⋃
n=1

{[1, 1]×{−1/n}}

jest spójny, ale nie ªukowo spójny.

Zadanie 6 (K22). Dla q ∈ Q ∩ (0, 1) niech Iq = {(q, t) ∈ R2|t ∈ [−q, q]}. Rozwa»my
przestrze«

X =
⋃

q∈Q∩(0,1)

Iq ∪ ([0, 1]× {0}) ∪ ([0, 1]× {1}) .

a) Udowodni¢, »e X jest spójna.

b) Udowodni¢, »e X nie jest ªukowo spójna.

Zadanie 7. Niech A ⊂ R2 b¦dzie zbiorem przeliczalnym. Uzasadni¢, »e przestrze« R2−A
jest ªukowo spójna.
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9 Zwarto±¢ 3, zbiór Cantora

Praca domowa 1 (2.15). Niech {fn}n∈N b¦dzie ci¡giem funkcji ci¡gªych fn : X → [0,∞)
na przestrzeni zwartej X. Zaªó»my, »e ci¡g jest nierosn¡cy czyli:

∀x∈Xf1(x) ≥ f2(x) ≥ ... ≥ 0 .

Ponadto zaªó»my, »e jest punktowo zbie»ny do zera czyli

∀x∈X,ε>0∃Nx∈N∀k>Nxfk(x) < ε .

Udowodni¢, »e ci¡g zbiega jednostajnie do zera czyli

∀ε>0∃N∈N∀x∈X,k>Nfk(x) < ε .

Hint: Dla ustalonego ε zbiory Uk = f−1
k ([0, ε)) stanowi¡ pokrycie otwarte X.

Uwaga: Zadanie jest prawdziwe na dowolnej zwartej przestrzeni (X, T ). Je±li wolicie
u»ywa¢ metrycznej de�nicji zwarto±ci zamiast pokryciowej to wolno dodatkowo zaªo»y¢,
»e przestrze« (X, T ) jest metryzowalna.

Zadanie 1. Niech A,B ⊂ X b¦d¡ zwartymi podzbiorami przestrzeni topologicznej X
speªniaj¡cej warunek Hausdor�a. Uzasadni¢, »e A ∪B i A ∩B s¡ zwarte

Zadanie 2. Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Odlegªo±¢ mi¦dzy rozª¡cznymi
podzbiorami A,B ⊂ X okre±lamy formuª¡

dist(A,B) = inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} .

a) Zaªó»my, »e A jest domkni¦ty, B zwarty i rozª¡czny z A. Wykaza¢, »e dist(A,B) > 0.

b) Znale¹¢ rozª¡czne i domkni¦te podzbiory A,B ⊂ R2 takie, »e dist(A,B) = 0.

c) Niech U b¦dzie podzbiorem otwartym pªaszczyzny R2 takim, »e

[−1, 1]× [−1, 1] ⊂ U .

Udowodni¢, »e istnieje ε > 0 taki, »e

[−1− ε, 1]× [−1, 1] ⊂ U .

Zadanie 3. Niech f : R → R i g : R → R b¦d¡ funkcjami ci¡gªymi. Dla zbioru A ⊂ R
rozwa»my zbiór

Y (A) =
⋃
a∈A

I((1, f(a)); (0, g(a))) ⊂ R2 .

Gdzie I oznacza odcinek domkni¦ty o zadanych ko«cach. Zaªó»my, »e A jest zwarty.
Poka», »e Y (A) jest zwarty.

Teoria: Zbiór Cantora 2.3
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Zadanie 4. Rozwa»my przestrzenie metryczne (X, dX), (Y, dY ) i funkcj¦ f : X → Y .
Mówimy, »e f jest Lipschitzowska gdy istnieje staªa L ∈ R taka, »e

∀a,b∈XdY (f(a), f(b)) ≤ L · dX(a, b) .

Uzasadnij, »e funkcja Lipschitzowska jest ci¡gªa.

Zadanie 5. Niech C b¦dzie zbiorem Cantora. Uzasadni¢, »e produkt C × C jest home-
omor�czny z C.

Zadanie 6. Niech C b¦dzie zbiorem Cantora. Skonstruowa¢ ci¡gªe przeksztaªcenie z C
na odcinek [0, 1].
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10 Zwarto±¢ 2

Zadanie 1. NiechX b¦dzie przestrzeni¡ zwart¡. Rozwa»my domkni¦te podzbioryA,B ⊂ X
i punkt x ∈ X.

1. (T3) Zaªó»my, »e x /∈ A, pokaza¢ »e istniej¡ otwarte zbiory U1, U2 takie, »e

U1 ∩ U2 = ∅ , A ⊂ U1 , x ∈ U2 .

2. (T4) Zaªó»my, »e A ∩B = ∅, pokaza¢ »e istniej¡ otwarte zbiory U1, U2 takie, »e

U1 ∩ U2 = ∅ , A ⊂ U1 , B ⊂ U2 .

Zadanie 2. Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Odlegªo±¢ mi¦dzy rozª¡cznymi
podzbiorami A,B ⊂ X okre±lamy formuª¡

dist(A,B) = inf{d(a, b) : a ∈ A, b ∈ B} .

a) Zaªó»my, »e A jest domkni¦ty, B zwarty i rozª¡czny z A. Wykaza¢, »e dist(A,B) > 0.

b) Znale¹¢ rozª¡czne i domkni¦te podzbiory A,B ⊂ R2 takie, »e dist(A,B) = 0.

c) Niech U b¦dzie podzbiorem otwartym pªaszczyzny R2 takim, »e

[−1, 1]× [−1, 1] ⊂ U .

Udowodni¢, »e istnieje ε > 0 taki, »e

[−1− ε, 1]× [−1, 1] ⊂ U .

Zadanie 3. Niech X × Y b¦dzie produktem przestrzeni topologicznych. Zaªó»my, »e Y
jest zwarta. Pokaza¢, »e rzut πX : X × Y → X jest przeksztaªceniem domkni¦tym. (czyli
obrazy zbiorów domkni¦tych s¡ domkni¦te)

Zadanie 4. Niech X × Y b¦dzie produktem przestrzeni topologicznych speªniaj¡cych
wªasno±¢ Hausdor�a. Rozwa»my funkcj¦ f : X → Y .

a) Zaªó»my, »e Y jest zwarta, a wykres W (f) jest domkni¦tym podzbiorem X × Y .
Pokaza¢, »e funkcja f jest ci¡gªa.

b) Zaªó»my, »e wykres W (f) jest zwarty. Pokaza¢, »e funkcja f jest ci¡gªa

c) Zaªó»my, »e f jest ci¡gªa i X jest zwarty. Pokaza¢, »e wykres W (f) jest zwarty.
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11 Zwarto±¢ 1

Teoria: Zwarto±¢ 2.1, 2.2.

Praca domowa. Niech I(a; b) ⊂ R2 b¦dzie odcinkiem domkni¦tym ª¡cz¡cym punkt a z
punktem b (a ∈ R2 i b ∈ R2). Które z nast¦puj¡cych zbiorów s¡ zwarte:

a) X =
⋃∞

n=1 I((0, 1); (
1
n
, 0)) ∪

⋃∞
n=1 I((0,−1); (− 1

n
, 0)) ,

b) Y = X ∪ ({0} × R) ,

c) Z = X ∪ ({0} × [−1, 1]) .

Zadanie 1. Okre±l czy podane przestrzenie s¡ zwarte:

� Kula jednostkowa {v ∈ Rn|deu(v, 0) < 1}.

� Kula domkni¦ta {v ∈ Rn|deu(v, 0) ≤ 1}.

� Sfera {v ∈ Rn|deu(v, 0) = 1}.

� Hiperbola {(x, y) ∈ R2|xy = 1}

� Odcinek (0, 1] z topologi¡ strzaªki.

� Przestrze« ilorazowa [0, 1]n/∼, gdzie ∼ jest pewn¡ relacj¡ równowa»no±ci.

Zadanie 2. Zaªó»my, »e produkt kartezja«ski niepustych przestrzeni topologicznych X×
Y jest zwarty. Wykaza¢, »e X jest zwarty.

Zadanie 3. Niech O(a, b) ⊂ R2 b¦dzie okr¦giem którego ±rednic¡ jest odcinek o ko«cach
a, b ∈ R2. Rozwa»my zbiór A ⊆ R× {0}. Niech

O(A) = A ∪
⋃

a,b∈A,a ̸=b

O(a, b) .

Wykaza¢, »e O(A) jest zbiorem zwartym wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zwarte.

Zadanie 4. Uzasadnij, »e ci¡gªe bijekcje skonstruowane na poprzednich zaj¦ciach s¡
homeomor�zmami.

Zadanie 5. Niech A,B ⊂ X b¦d¡ zwartymi podzbiorami przestrzeni topologicznej X
speªniaj¡cej warunek Hausdor�a. Uzasadni¢, »e A ∪B i A ∩B s¡ zwarte

Zadanie 6. Niech A ⊂ (0,∞) i niech X(A) b¦dzie podzbiorem pªaszczyzny euklidesowej
b¦d¡cym sum¡ odcinków domkni¦tych ª¡cz¡cych (−1, 0) z (a, 1

a
) dla a ∈ A. Poka», »e

zbiór X(A) jest domkni¦ty ⇐⇒ zbiór A jest zwarty ⇐⇒ zbiór X(A) jest zwarty.

12



12 Dodatki 2

Teoria: Wn¦trze 1.2.20, Zbiory g¦ste i o±rodkowe 1.7, Twierdzenie Tietzego 1.6

Praca domowa. Niech (X, T ) b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡, a {an}n∈N ci¡giem ele-
mentów z X. Zaªó»my, »e X nie ma punktów izolowanych. Zaªó»my, »e ci¡g {an}n∈N jest
g¦sty w X. Ustalmy liczb¦ naturaln¡ N .

a) Zaªó»my, »e (X, T ) jest metryzowalna (czyli topologia pochodzi od pewnej metryki).
Wykaza¢, »e {an}n>N (ci¡g bez pierwszych N elementów) jest g¦sty w X.

b) Zaªó»my, »e (X, T ) speªnia aksjomat oddzielania T1, czyli punkty s¡ domkni¦te,
dokªadniej:

∀x∈X Podzbiór {x} jest domkni¦ty. .

Wykaza¢, »e {an}n>N (ci¡g bez pierwszych N elementów) jest g¦sty w X.

Punkt b) jest bardziej ogólny ni» a) bo dowolna przestrze« metryczna speªnia T0.
Wskazówka: bez straty ogólno±ci mo»na zaªo»y¢ N = 1.

Zadanie 1. Sprawdzi¢ czy R z topologi¡ strzaªki jest przestrzeni¡ o±rodkow¡? Sprawdzi¢
czy kwadrat leksykogra�czny jest przestrzeni¡ o±rodkow¡?

Zadanie 2. Niech (X, TX) i (Y, TY ) b¦d¡ przestrzeniami topologicznymi, a (X × Y, TX×Y )
ich produktem. Zaªó»my, »e przestrzenie X i Y s¡ niepuste (czyli X ̸= ∅, Y ̸= ∅).

a) Zaªó»my, »e X i Y s¡ o±rodkowe. Wykaza¢, »e X × Y jest o±rodkowa.

b) Zaªó»my, »e X × Y jest o±rodkowa. Uzasadni¢, »e X jest o±rodkowa.

Zadanie 3. Niech (X, TX) i (Y, TY ) b¦d¡ przestrzeniami topologicznymi. Zaªó»my, »e
X jest przestrzeni¡ o±rodkow¡, a f : X → Y ci¡gª¡ funkcj¡ "na". Uzasadni¢, »e Y jest
o±rodkowa.

Zadanie 4. Rozwa»my kwadrat leksykogra�czny. Znale¹¢ wn¦trza podzbiorów

A = (0, 1)× 1

2
, B =

[
1

3
,
2

3

]
×
[
0,

1

2

)
.

Zadanie 5 (T4). Niech (X, d) b¦dzie przestrzeni¡ metryczn¡. Rozwa»my domkni¦te pod-
zbiory A,B ⊂ X. Zaªó»my, »e A∩B = ∅. Pokaza¢, »e istniej¡ otwarte zbiory U1, U2 takie,
»e

U1 ∩ U2 = ∅ , A ⊂ U1 , B ⊂ U2 .

Zadanie 6. Rozwa»my podzbiór

B = {f ∈ C[0, 1]|∃x∈[0,1]f(x) = 0}

w C[0, 1] z metryk¡ supremum. Wyznaczy¢ jego wn¦trze.
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13 Przestrzenie ilorazowe

Praca domowa 1. Niech (X, TX) i (Y, TY ) b¦d¡ przestrzeniami topologicznymi, a (X × Y, TX×Y )
ich produktem. Zaªó»my, »e przestrzenie X i Y s¡ niepuste (czyli X ̸= ∅, Y ̸= ∅).

a) Zaªó»my, »e X i Y s¡ Hausdor�a. Wykaza¢, »e X × Y jest Hausdor�a

b) Zaªó»my, »e X × Y jest Hausdor�a. Uzasadni¢, »e X jest Hausdor�a.

Teoria: Topologia ilorazowa 5.1. U»ywam notacji

Sn = {v ∈ Rn+1|deu(v, 0) = 1} , Dn = {v ∈ Rn|deu(v, 0) ≤ 1} , I = [−1, 1] = D1 .

Wszystkie te przestrzenie rozwa»ane s¡ z topologi¡ euklidesow¡.

Zadanie 1. Znale¹¢ ci¡gªe bijekcje:

a) I ⊔ I/∼ → S1, dla relacji danej przez (x, 1) ∼ (x, 0) dla x ∈ {−1, 1} ,

b) D2 ⊔D2/∼ → S2, dla relacji danej przez (x, 1) ∼ (x, 0) dla x ∈ S1 ,

c) Dn ⊔Dn/∼ → Sn, dla relacji danej przez (x, 1) ∼ (x, 0) dla x ∈ Sn−1 .

Uzasadnij, »e bijekcja z pierwszego podpunktu jest homeomor�zmem. Tak naprawd¦
wszystkie trzy s¡ homeomor�zmami.

Zadanie 2 (Prosta z rozdwojonym punktem). Rozwa»my przestrze« R ⊔ R/∼, gdzie
relacja jest dana przez (x, 1) ∼ (x, 0) dla x ̸= 0. Udowodni¢, »e ta przestrze« nie jest
Hausdor�a.

Zadanie 3 (Przestrze« rzutowa). Rozwa»my relacje ∼ na Rn − {0} dan¡ przez

v1 ∼ v2 ⇐⇒ lin(v1) = lin(v2) .

Przestrze« ilorazow¡ (Rn − {0})/∼ nazywamy przestrzeni¡ rzutow¡ i oznaczamy P(Rn).
Rozwa»my zbiór U ⊂ P(R3) dany przez

U = {[x : y : z]|z ̸= 0} .

a) Udowodni¢, »e U jest otwarty w topologii ilorazowej.

b) Uzasadni¢, »e dopeªnienie U jest homeomor�czne z P(R2).

c) Wykaza¢, »e P(Rn) jest homeomor�czna z Sn−1/∼, dla relacji danej prze x ∼ −x .

Zadanie 4. Rozwa»my relacj¦ ∼ na S1 × I dan¡ przez

∀x,y∈S1(x, 1) ∼ (y, 1) , (x,−1) ∼ (y,−1)

Znale¹¢ ci¡gªe bijekcje

a) (S1 × I)/∼ → D2/S1 ,

b) (S1 × I)/∼ → S2 .

Powy»sze bijekcje s¡ homeomor�zmami, wi¦c D2/S1 jest homeomor�czne ze sfer¡ S2.
Pomy±le¢ o uogólnieniu dla wy»szych wymiarów.
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14 Dodatki

Teoria: Produkt 1.3.6, Wn¦trze 1.2.20, Kwadrat leksykogra�czny przykªad 1.2.8

Praca domowa 1. Okre±lmy funkcj¦ z R2 w R2 formuª¡:

f(x, y) = (2x, y) .

Znale¹¢ zbiór punktów ci¡gªo±ci tej funkcji, rozpatrywanej jako przeksztaªcenie

f : (R2, Tdk) → (R2, Tdr) ,

gdzie Tdk , Tdr s¡ topologiami generowanymi przez metryk¦ kolejow¡ i metryk¦ rzeka.

Zadanie 1. Niech (X1 × X2, T ) b¦dzie produktem kartezja«skim przestrzeni (X1, T1) i
(X2, T2), i niech pi : X1 ×X2 → Xi b¦dzie rzutowaniem (dla i ∈ {1, 2}).

(a) Poka», »e je±li U jest otwarty w X1 ×X2, to pi(U) jest otwarty w Xi.

(b) Podaj przykªad zbioru domkni¦tego na pªaszczy¹nie R2 (z topologi¡ euklidesow¡)
takiego, »e jego rzut na jedn¡ z osi nie jest domkni¦ty.

Zadanie 2. Rozwa»my podzbiory

A = {f ∈ C[0, 1]|∀x∈[0,1]f(x) ≥ 0}

B = {f ∈ C[0, 1]|∃x∈[0,1]f(x) = 0}

w C[0, 1] z metryk¡ supremum. Wyznaczy¢ wn¦trza tych podzbiorów.

Zadanie 3. Sprawdzi¢ czy kwadrat leksykogra�czny speªnia wªasno±¢ Hausdor�a?

Zadanie 4. Niech ([0, 1]2, T ) b¦dzie kwadratem leksykogra�cznym. Znale¹¢ domkni¦cia
i wn¦trza podzbiorów

A = (0, 1)× 1

2
, B =

[
1

3
,
2

3

]
×
[
0,

1

2

)
.

Zadanie 5. Niech X = A ∪ B, gdzie A,B s¡ zbiorami otwartymi. Poka», »e f : X → Y
jest ci¡gªa wtedy i tylko wtedy, gdy obci¦cia f|A, f|B s¡ ci¡gªe.

Zadanie 6. Wszystkie przestrzenie w tym zadaniu s¡ rozwa»ane z topologi¡ euklidesow¡.

� Wykaza¢, »e prosta R jest homeomor�czna z odcinkiem (0, 1), oraz z póªprost¡
(0,∞).

� Wykaza¢, »e iloczyn okr¦gu i prostej jest homeomor�czny z pªaszczyzn¡ bez punktu.
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15 Homeomor�zmy, Produkty

Praca domowa 1. Niech T b¦dzie topologi¡ Zariskiego (skrypt przykªad 1.2.12) na
zbiorze X. Niech

f : (X, T ) → (X, T )

b¦dzie dowoln¡ bijekcj¡. Uzasadni¢, »e f jest ci¡gªa.

Teoria: Homeomor�zmy skrypt 1.3.6, Produkty skrypt 1.4

Zadanie 1. Niech

X0 = N , X1 = {0} ∪ { 1
n
: n ∈ N} , X2 = {0} ∪ {1

i
+

1

j
: i, j ∈ N,

1

j
<

1

i− 1
− 1

i
}

Poka», »e »adne dwie z podprzestrzeni prostej euklidesowej X0, X1, X2 nie s¡ homeomor-
�czne.
Wskazówka: Sprawdzi¢, »e przy homeomor�¹mie punkty izolowane przechodz¡ na punkty
izolowane.

Zadanie 2. Niech f : X → Y b¦dzie homeomor�zmem, oraz A ⊂ X, B ⊂ Y podzbiorami
takimi, »e B = f(A). Wtedy f|A jest homeomor�zmem pomi¦dzy A i B.

Zadanie 3. Niech T1 b¦dzie topologi¡ lewej strzaªki na R, a T2 topologi¡ prawej strzaªki
na R. Uzasadni¢, »e przestrzenie (R, T1) i (R, T2) s¡ homeomor�czne.

Zadanie 4. Rozwa»my przestrzenie topologiczne (X, TX) i (Y, TY ). Rozwa»my podzbiory
A ⊂ X,B ⊂ Y . Niech (X × Y, TX × TY ) b¦dzie produktem kartezja«skim.

a) Zaªó»my, »e podzbiory A i B s¡ domkni¦te. Uzasadni¢, »e podzbiór A × B jest
domkni¦ty w X × Y .

b) Pokaza¢, »e A×B = A×B.

Zadanie 5. Poka», »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) (X, TX) jest przestrzeni¡ Hausdor�a

(b) Przek¡tna ∆ = {(x, x) : x ∈ X} ⊂ X ×X jest zbiorem domknietym w X ×X

Zadanie 6. Niech f : (X, TX) → (Y, TY ) b¦dzie przeksztaªceniem ci¡gªym. Rozwa»my
wykres funkcji f :

W (f) = {(x, f(x)) : x ∈ X} ⊂ X × Y

(a) Poka», »e W (f) (z topologi¡ podprzestrzeni produktu X ×Y ) jest homeomor�czna
z X.

(b) Poka», »e je±li przestrze« Y jest Hausdor�a, to W (f) jest domkni¦tym podzbiorem
X × Y .
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16 Ci¡gªo±¢ 2

Zadanie 1. Funkcj¡ charakterystyczn¡ podzbioru A ⊆ X nazywamy funkcj¦ f : X → R,
która przyjmuje 1 w punktach zbioru A i 0 wsz¦dzie poza tym. Rozwa»my topologi¦
euklidesow¡ na R. Kiedy funkcja charakterystyczna podzbioru A ⊆ X jest ci¡gªa?

Zadanie 2. Niech (X, TX) oraz (Y, TY ) b¦d¡ przestrzeniami topologicznymi. Uzasadnij,
»e

1. Gdy TY = {∅, Y } to dowolne przeksztaªcenie f : (X, TX) → (Y, TY ) jest ci¡gªe.

2. Gdy TX jest topologi¡ dyskretn¡ to dowolne przeksztaªcenie f : (X, TX) → (Y, TY )
jest ci¡gªe.

Zadanie 3. Niech f : (X, TX) → (Y, TY ) b¦dzie ci¡gªym przeksztaªceniem przestrzeni
topologicznych. Uzasadnij, »e dla dowolnego zbioru B ⊂ Y zachodzi

f−1(B) ⊆ f−1(B) .

Podaj przykªad przeksztaªcenia ci¡gªego dla którego to zawieranie nie jest równo±ci¡

Zadanie 4. Okre±lmy funkcj¦ z R2 w R2 formuª¡:

f(x, y) = (
x+ y

2
,
x+ y

2
) .

Znale¹¢ zbiór punktów ci¡gªo±ci tej funkcji, rozpatrywanej jako przeksztaªcenie

f : (R2, Tdk) → (R2, Tdr) .

Zadanie 5 (Kolokwium 2022/23). Niech Tdk b¦dzie topologi¡ generowan¡ przez metryk¦
kolejow¡ na R2. Niech TS oznacza topologi¦ strzaªki na prostej R. Znale¹¢ zbiór punktów
ci¡gªo±ci przeksztaªcenia

f : (R2, Tdk) → (R, TS)

danego przez f(t, s) = t.
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17 Domkni¦cia 2, ci¡gªo±¢

Praca domowa 1. Niech (C[0, 1], dsup) b¦dzie przestrzeni¡ funkcji ci¡gªych z [0, 1] w R
z metryk¡ supremum. Znale¹¢ domkni¦cie zbioru

D = {f ∈ C[0, 1]|f jest ±ci±le rosn¡ca}

Zadanie 1. Znale¹¢ domkni¦cie otwartego przedziaªu (0, 1) w R z topologi¡ lewej strzaªki.

Zadanie 2. Niech (X, T ) b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡. Pokaza¢, »e dla A,B ⊂ X
zachodzi

A ∪B = A ∪B .

Zadanie 3. Niech (X, T ) b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡. Pokaza¢, »e dla A,B ⊂ X
zachodzi

A ∩B ⊆ A ∩B .

Poda¢ przykªad w którym powy»sze zawieranie nie jest równo±ci¡.

Topologia podprzestrzeni: Skrypt 1.2.9

Zadanie 4. Rozpatrzmy odcinek [0, 1] z topologi¡ podprzestrzeni indukowan¡ z (R, T ).
Czy [0, 1] ma punkty izolowane gdy

(a) T jest topologi¡ strzaªki.

(b) T jest topologi¡ euklidesow¡.

Zadanie 5. Niech Y b¦dzie podzbiorem przestrzeni topologicznej (X, T ). Dla podzbioru

A ⊂ Y oznaczmy przez A
Y
jego domkni¦cie w Y (gdzie Y jest przestrzeni¡ topologiczn¡

z topologi¡ indukowan¡ z topologii na X w standardowy sposób), a przez A
X

jego do-
mkniecie w X.

(a) Poka», »e A
Y
= A

X ∩ Y .

(b) Poka», »e je±li A
Y
= Y , to A

X
= Y

X
.

Ci¡gªo±¢: Skrypt 1.3.1

Zadanie 6. Na prostej R rozwa»my trzy topologie

� T1 b¦dzie topologi¡ euklidesow¡

� T2 b¦dzie topologi¡ strzaªki

� T3 = {∅,R}

Niech h : (R, Ti) → (R, Tj) b¦dzie funkcj¡ zadan¡ wzorem

h(x) =

{
1 dla x ∈ [0, 1)

0 dla x /∈ [0, 1)

Zbadaj ci¡gªo±¢ tej funkcji, dla i ∈ {1, 2}, j ∈ {1, 3}. (4 przypadki)
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Zadanie 7. Okre±lmy funkcj¦ z R2 w R2 formuª¡:

f(x, y) = (x+ 1, y) .

Czy ta funkcja jest ci¡gªa, rozpatrywanej jako przeksztaªcenie

a) f : (R2, Tdk) → (R2, Tdk) ,

b) f : (R2, Tdr) → (R2, Tdr) .

Gdzie Tdk , Tdr s¡ topologiami generowanymi przez metryk¦ kolejow¡ i metryk¦ rzeka.
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