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Zadanie 2.1. ZnaleüÊ obraz p≥aszczyzny, oraz obraz ko≥a |z| < 1 przy przekszta≥ceniu

z ‘æ z ≠ 1
z + 1

.

WyznaczyÊ obraz pasa |Re(z)| < fi2 przy przekszta≥ceniu tangens: z ‘æ tg(z). Wskazówka:
Zauwaømy øe

tg(z) = ≠ie
iz ≠ e≠iz

eiz + e≠iz
.

Zatem tangens to z≥oøenie

z ‘æ iz ‘æ eiz ‘æ (eiz)2 = e2iz ‘æ (≠i)e
2iz ≠ 1
e2iz + 1

Zadanie 2.2. WyznaczyÊ wszystkie punkty w których funkcja

f(x+ iy) = xey + iyex

jest róøniczkowalna w sensie zespolonym.

Zadanie 2.3. SprawdziÊ øe homografia zachowuje dwustosunek :

(z1, z2, z3, z4) =
(z3 ≠ z1)(z4 ≠ z2)
(z3 ≠ z2)(z4 ≠ z1)

.

Zadanie 2.4. ZnaleüÊ obraz górnego pó≥kola {z œ C : |z| < 1, Imz > 0} przy homografii

h(z) =
2z ≠ i
2 + iz

Zadanie 2.5 (Zebrane w≥asnoúci homografii). ProszÍ przekonaÊ siÍ czy potrafiπ Panstwo
uzasadniÊ nastÍpujπce w≥asnoúci homografii. Poniøej h oznacza homografiÍ.

• Kaødπ homografiÍ moøna przedstawiÊ jako z≥oøenie przekszta≥ceÒ afinicznych i prze-
kszta≥cenia z ‘æ 1

z .

• Kaøda homografia h rozszerza siÍ do homeomorfizmu rozszerzonej p≥aszczyzny (czyli
Ĉ = C fi {Œ}, z topologiπ wyznaczonπ przez metrykÍ otrzymanπ z rzutu stereogra-
ficznego).

• Obrazem okrÍgu przy homografii jest okrπg lub prosta, uzupe≥niona punktem w nie-
skoÒczonoúci (krótko: okrπg uogólniony). Podobnie: obraz prostej uzupe≥nionej punk-

tem w nieskoÒczonoúci.

• Jeúli punkty p iq sπ symetryczne wzglÍdem okrÍgu C, to punkty h(p), h(q) sπ syme-
tryczne wzglÍdem h(C). Równieø przypadek graniczny: jeúli p jest úrodkiem okrÍgu
C, zaú q =Œ, to para punktów h(p),h(Œ) jest symetryczna wzglÍdem okrÍgu (uogól-
nionego) h(C). Ta obserwacja czÍsto u≥atwia szybkie znalezienie obrazu okrÍgu (ko≥a)
przy homografii.



• Jeúli C jest okrÍgiem i h(C) jest okrÍgiem, to obrazem ko≥a D ograniczonego okrÍgiem
C jest ko≥o ograniczone okrÍgiem h(C) lub zewnÍtrze (otwarte) tego ko≥a, uzupe≥nio-
ne punktem w nieskoÒczonoúci. Jeúli zaú h(C) jest prostπ (uzupe≥nionπ punktem w
nieskoÒczonoúci), to obrazem h(D) jest jedna z wyznaczonych przez tÍ prostπ pó≥-
p≥aszczyzn.

• Jedynπ homografiπ h takπ øe h(0) = 0, h(1) = 1, h(Œ) =Œ jest identycznoúÊ,
• Jeúli a, b, c œ Ĉ trójka róønych punktów, i podobnie A,B,C œ Ĉ -trójka róønych
punktów, to istnieje dok≥adnie jedna homografia h taka øe h(a) = A, h(B) = B, h(c) =
C.

Zadanie 2.6. Niech a,⁄ œ C, |⁄| = 1, |a| < 1. WykazaÊ øe homografia

ha,⁄(z) = ⁄
z ≠ a
1≠ az

przekszta≥ca ko≥o jednostkoweD naD. WykazaÊ teø øe jeúli h jest homografiπ przekszta≥cajπcπ
D na D, to istniejπ a,⁄ œ C, |⁄| = 1, |a| < 1 takie øe h = ha,⁄,


