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Rozwiązanie każdego zadania należy napisać na oddzielnej kartce. Każdą kartkę prosimy podpisać
podając imię i nazwisko, numer indeksu oraz numer grupy lub nazwisko prowadzącego ćwiczenia.
We wszystkich rozwiązaniach należy podać uzasadnienie.

Zadanie 1 (10 p.). Znajdź wnętrze i domknięcie następujących zbiorów 𝐴 i 𝐵 w kwadracie leksyko-
graficznym ([0, 1]2, 𝒯lex).

1. 𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∈ [0, 1]2 ∣ 𝑦 ≤ |2𝑥 − 1|}

2. 𝐵 = {(𝑥, | sin(𝜋/𝑥)|) ∣ 𝑥 ∈ (0, 1) ∩ ℚ}

Zadanie 2 (10 p.). Niech dr oznacza metrykę rzeki, a dk metrykę kolejową na ℝ2. Ponadto niech
𝒯S będzie topologią strzałki na ℝ (generowaną przez zbiory bazowe (𝑎, 𝑏] dla 𝑎 < 𝑏). Rozstrzygnij,
które z następujących przestrzeni są homeomorficzne.

𝐴 = {(𝑥, 𝑦) ∣ 𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = 1} z topologią podprzestrzeni w (ℝ2, 𝒯(dk))
𝐵 = {(𝑥, 𝑦) ∣ 𝑥2 + (𝑦 + 1)2 = 1} z topologią podprzestrzeni w (ℝ2, 𝒯(dr))
𝐶 = {(𝑥, 𝑦) ∣ (𝑥 − 2)2 + 𝑦2 = 1} z topologią podprzestrzeni w (ℝ2, 𝒯(dr))
𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∣ (𝑥 + 2)2 + 𝑦2 = 1} z topologią podprzestrzeni w iloczynie (ℝ,𝒯𝑆) × (ℝ,𝒯𝑆)

Zadanie 3 (10 p.). Wszystkie poniższe zbiory rozważamy jako podprzestrzenie przestrzeni ℝ𝑛

z topologią euklidesową. Niech

𝑇(𝑎, 𝑏, 𝑐) = {𝑝𝑎 + 𝑞𝑏 + 𝑟𝑐 ∣ 𝑝, 𝑞, 𝑟 ≥ 0, 𝑝 + 𝑞 + 𝑟 = 1}

oznacza trójkąt o wierzchołkach 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℝ𝑛. Załóżmy, że podzbiory 𝐴, 𝐵, 𝐶 ⊆ ℝ𝑛 są domknięte
i niepuste. Wykaż, że

𝑋 = ⋃
𝑎∈𝐴,𝑏∈𝐵,𝑐∈𝐶

𝑇(𝑎, 𝑏, 𝑐)

jest przestrzenią zwartą wtedy i tylko wtedy, gdy 𝐴, 𝐵 i 𝐶 są zwarte.

Zadanie 4 (10 p.). Niech 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 będzie zwartym wypukłym podzbiorem takim, że 0 ∈ Int𝐴.

1. Niech 𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ≠ 0. Pokaż, że odcinek {𝑡𝑥 ∣ 0 < 𝑡 < 1} jest zawarty w Int𝐴.

2. Dla 𝑥 ∈ 𝑆𝑛−1, niech 𝑟(𝑥) = sup {𝑡 ∈ [0,∞) ∣ 𝑡𝑥 ∈ 𝐴}. Sprawdź, że 𝑟(𝑥)𝑥 ∈ bd𝐴 (gdzie
bd𝐴 = 𝐴 ∖ Int𝐴 jest brzegiem zbioru 𝐴),

3. Udowodnij, że przekształcenie 𝑓∶ bd𝐴 → 𝑆𝑛−1 zadane wzorem 𝑓(𝑥) = 𝑥
‖𝑥‖

jest homeomor-
fizmem (gdzie ‖𝑥‖ = de(0, 𝑥) jest normą euklidesową).


