Topologia I
Kolokwium 2013-12-13, Grupa A
Rozwigzania zadan

Zad. 1 (5 pkt.). Rozwazmy nastepujace topologie na plaszczyznie R?:

1) Topologie produktu prostej euklidesowej i prostej z topologia lewej strzatki:
(R?,7es) = (R, 7c) x (R, T5).

2) Topologie motylkéw Niemyckiego (R?, 7y)
3) Topologie kolejowa (R2,T%).

W ponizszej tabeli nalezy wypehi¢ kazda kratke wpisujac TAK, NIE lub ? (nie wiem) w zaleznosci od
tego, czy wyszczegblniona w nazwach kolumn przestrzen posiada odpowiednia wtasno$é wymieniona w
wierszach.

Wtasnosé / Przestrzen (R, T.) | (R?,Ty) | (R?,Ty)
Jest przestrzenia Hausdorffa TAK TAK TAK
Posiada baze przeliczalna NIE NIE NIE
Jest przestrzenia osrodkowa TAK TAK NIE
Jest przestrzenia zwarta NIE NIE NIE
Jest przestrzenia spojna TAK TAK TAK
Jest przestrzenia metryzowalna | NIE NIE TAK

Czy odwzorowanie f: (R?,7;) — (R?,7;) dane wzorej f(z,y) := (z,—y) gdzie T;,7; € {Tes, Tn, Tr.} jest
ciagte? W odpowiednie kratki wpisz odpowiedz TAK, NIE lub ? (nie wiem). W nazwach wierszy sa
nazwy dziedzin odwzorowania, w kolumnach przeciwdziedzin:

Dziedzina/Przeciwdz. | do (R? 7.5) | do (R? 7y) | do (R%,7%)
2 (R, T.,) NIE NIE NIE
2 (R2, Ty NIE TAK NIE
z (R, T) NIE NIE TAK

Zad. 2 (4 pkt.). Niech (X,7) bedzie przestrzenia topologiczna, A C X bedzie jej podzbiorem oraz i
q: X — X/A projekcja na zbior klas abstrakeji relacji @1 ~ zo <= a1 = z3 lub xz7,29 € A.
Udowodni¢, ze jesli przestrzen ilorazowa (X/A,7.(q)) jest antydyskretna to A C X jest podzbiorem
gestym w (X, 7).

Dowdd. Zatozmy, ze A nie jest podzbiorem gestym, wowczas istnieje niepusty zbior otwarty U C X taki,
ze UNA = (). Wowcezas q(U) jest zbiorem otwartym w X /A. Istotnie, ¢~ (q(U)) = U, gdyz odwzorowanie
q obciete do X \ A jest roznowartosciowe oraz q(U) N q(A) = 0. Ponadto, ¢(U) jest zbiorem niepustym i
roznym od X/A. OtrzymaliSmy sprzecznosé bo X /A jest przestrzenia antydyskretna. 0



Zad. 3 (3A, 7 pkt.). Rozpatrzmy podzbior plaszczyzny
A= {(z,y) e R?|2? + (y — 1) = 1lubz? + (y + 1)? = 1} i nastepujace przestrzenie topologiczne:

1) (X1,77) gdzie X7 := A a7y = T.|A, gdzie 7. jest topologia euklidesowa;

NS

X, T2) gdzie X5 := A a Ty = Ti| A, gdzie Ty jest topologia plaszczyzny Niemyckiego;

)
) (
3) (Xs3,73) gdzie X5 := A a T3 = T;| A, gdzie T jest topologia kolejowa.
) (

4) (X4, Ty) gdzie X4 := {(21,22) € S* x S'|2; = 11lubzy = 1} z topologia 7; — podprzestrzeni iloczynu

kartezjanskiego okregéw euklidesowych.

W ponizszej tabeli wypelnij kazda kratke wpisujac TAK, NIE lub ? (nie wiem) zaleznie od tego czy
odpowiednie przestrzenie sa homeomorficzne.

Homeo | X; X, X3 X4
X1 TAK | NIE | NIE | TAK
X9 * TAK | NIE | NIE
X3 * * TAK | NIE
Xy * * * TAK

Ktore z ww. przestrzeni sg zwarte, a ktére spojne? W ponizszej tabeli wypelnij kazda kratke wpisujac
TAK, NIE lub ? (nie wiem).

zwarta | spojna | liczba sktadowych spéjnych

X1 | TAK TAK 1

Xy | NIE NIE 3

X3 | NIE NIE continuum

X4 | TAK TAK 1

Uzasadnij odpowiedzi dotyczaca sp6jnosci przestrzeni (X3, 73) i zwartosci przestrzeni (X», 7).

Spdjnosé. Pokazemy, ze przestrzeri X3 ma nieskoriczenie wiele sktadowych spojnosei. Niech (z,y) bedzie
dowolnym punktem nalezacym do X3 roznym od punktu (0,0). Wowcezas (x, y) jest przecieciem przestrzeni

X3 ze zbiorem otwartym postaci {t(x,y) : t € (—¢, €)} dla pewnego € > 0. Zatem sktadowe spojnosci zbioru
X3 sa jednopunktowe i jest ich continuum. O

Zwartosé. Udowodnimy, ze przestrzen X nie jest zwarta. W tym celu skonstruujemy pokrycie, z ktoérego
nie da sie wybra¢ podpokrycia skoriczonego. Niech M bedzie motylkiem o $rodku w punkcie (0,0) a
doktadniej M := B((0,1/2),1/2) U (0,0) U B((0,—1/2),1/2). Wowcezas M N Xy = (0,0). Rozpatrzmy
zbior A\ (0,0) z topologia euklidesowa. Nie jest on zwarty, gdyz nie jest domkniety, zatem istnieje jego
euklidesowe pokrycie {Us}scs, z ktorego nie da sie wybraé podpokrycia skoriczonego. Dla kazdego s € S
niech U! := U, \ ({y = 0} U M) gdzie M jest domknieciem motylka w topologii euklidesowej. Wéwczas
{U!}ses jest otwartym pokryciem zbioru A \ (0,0) z topologia euklidesowa, z ktorego nie da sie wybrac¢
podpokrycia skoriczonego. Zatem {{U’}scs, M} jest pokryciem zbioru A z topologia Niemyckiego, z
ktorego nie da sie wybraé¢ podpokrycia skonczonego. Zatem X5 nie jest zwarta. O



Zad. 4 (4 pkt.). Dla dowolnej liczby —1 < ¢ < 1 niech I(t) bedzie odcinkiem o koricach w punktach
(t,—1) i (¢,1) z topologia podprzestrzeni plaszczyzny z topologia kolejowa. Odpowiedz na pytania (nie-
potrzebne skresli¢) i podaj uzasadnienia swoich odpowiedzi:

1. Czy dla dowolnych liczb ¢,t podprzestrzenie I(t) i I(t') sa homeomorficzne?
TAK NIE NIEWIEM

Dowdd. Przestrzen I(0) jest spdjna, a dla dowolnego ¢ # 0 przestrzen I(t) jest dyskretna i nieskori-
czona. O

2. Czy dla nieskoriczenie wielu wartosci t przestrzen I(t) jest spojna? TFAK NIE NIHEWIEM

Dowdd. Przestrzen I(t) jest spéjna dla ¢ = 0, dla pozostalych ¢ # 0 przestrzen I(t) ma nieskoriczenie
wiele sktadowych spojnosci. O

3. Czy przestrzen I(t) jest zwarta tylko dla skoriczenie wielu wartosci ¢?

TAK NEE NHEWEM

Dowdd. Przestrzeni I(0) jest homeomorficzna z odcinkiem euklidesowym [-1,1] z topologia euklide-
sowa, zatem jest zwarta. Dla ¢ # 0 przestrzen I(t) jest dyskretna i nieskoriczona, zatem nie jest
zwarta. O

Zad. 5 (5 pkt.). Niech f: S! x [0,1] — R bedzie przeksztalceniem cigglym powierzchni walca w prosta
euklidesowa. Wykazacé, ze:

1. Obraz przeksztalcenia f jest zbiorem jednopunktowym lub pewnym odcinkiem domknietym [a, b];

2. Dla co najwyzej dwoch punktéw prostej R ich przeciwobraz jest niepustym zbiorem skonczonym
lub zbiorem przeliczalnym.

Ad 1. Przestrzen St x [0,1] jest produktem przestrzeni zwartych, zatem jest zwarta. Stad jej obraz w
przestrzeni R jest domkniety i ograniczony. Ponadto S x [0, 1] jest produktem przestrzeni spojnych, zatem
jest spojna. Stad jej obraz jest spojnym podzbiorem R. Zatem obraz przeksztatcenia f jest domknietym
odcinkiem lub zbiorem jednopunktowym. O

Ad 2. Pokazemy najpierw , ze przestrzeri S* x [0, 1] bez przeliczalnej lub skoticzonej liczby punktéw jest
hukowo spojna korzystajac z tego, ze plaszczyzna euklidesowa po usunieciu przeliczalnej liczby punktow
jest tukowo spojna (Seria 3, Zad. 11). Istnieje bowiem odwzorowanie ciagte p: R x R — S x [0,1] dane
wzorem p(ty,ts) := (cos 27ty, sin 27ty | sin 27ta|) = (e2™1, | sin 27ts|). Dla dowolnego punktu (z,t) prze-
ciwobraz p~1(z,t) jest zbiorem przeliczalnym, a wiec przeciwobraz dowolnego podzbioru przeliczalnego
C C S'x0,1] jest przeliczalny. Poniewaz p jest surjekcja zachodzi rownosé p(R*\p~1(C)) = St x [0, 1]\ C.
Poniewaz zbior R? \ p~1(C) jest tukowo spojny, a wiec jego ciagly obraz jest takze tukowo spojny.
Udowodnimy teraz, ze dla co najwyzej dwoch punktéw prostej R ich przeciwobraz jest niepustym
zbiorem skoriczonym lub zbiorem przeliczalnym.Jesli obraz f jest zbiorem jednopunktowym, to nie ma
czego dowodzi¢, zatézmy, ze f(S* x [0, 1]) = [a, b]. Przypusémy, ze istnieje t € (a, b) takie, ze przeciwobraz
f71(t) jest zbiorem skoriczonym lub przeliczlanym. Woéwczas S x [0,1] \ f~1(¢) jest spojna, zas jej
obraz [a,b] \ {t} jest niespojny, sprzeczno$é¢. Zatem przeciwobraz moze by¢ zbiorem skoriczonym lub
przeliczalnym jednynie dla konicow odcinka, czyli punktéow a i b. O



