
EGZAMIN, TOPOLOGIA I, 08.02.24.

UWAGA: Rozwi¡zanie ka»dego zadania nale»y napisa¢ na oddzielnej kartce.
Ka»d¡ kartk¦ z rozwi¡zaniami nale»y podpisa¢ podaj¡c imi¦ i nazwisko, nu-
mer indeksu oraz numer grupy lub nazwisko prowadz¡cego ¢wiczenia. Dla
wszystkich odpowiedzi nale»y poda¢ uzasadnienie.

1. Dla punktów p, q pªaszczyzny euklidesowej R2 i liczby rzeczywistej r
niech I(p, q) oznacza odcinek domkniety ª¡cz¡cy punkty p i q a O(p, r) ozna-
cza okr¡g o ±rodku w p i promieniu r. NiechX b¦dzie podzbiorem przestrzeni
euklidesowej R2 zde�niowanym jako

X = O((1, 0), 1) ∪ I((−3, 0), (−2, 0)) ∪
⋃
n∈N

O((0, 0), 2 + 1/n)

gdzie N = {1, 2, ..} oznacza zbiór liczb naturalnych.

(A.) Udowodnij, »e X jest zbiorem spójnym.
(B.) Udowodnij, »e X nie jest zbiorem ªukowo spójnym.

2. Niech dk b¦dzie metryk¡ kolejow¡, a dr metryk¡ rzeka. Rozwa»my zbiór

X =
⋃

q∈Q∩(0,1)

{(x, y) ∈ R2 | y = qx, x ∈ (0, 1)}.

(A.) Sprawd¹, czy przestrze« (X, dk) jest przestrzeni¡ zupeªn¡. Je±li (X, dk)
nie jest zupeªna to sprawd¹ czy jest przestrzeni¡ metryzowaln¡ w sposób zu-
peªny.

(B.) Sprawd¹, czy przestrze« (X, dr) jest przestrzeni¡ zupeªn¡. Je±li (X, dr)
nie jest zupeªna to sprawd¹ czy jest przestrzeni¡ metryzowaln¡ w sposób zu-
peªny.

3. Niech f : R \ Q → Q b¦dzie funkcj¡ ci¡gª¡ (w dziedzinie i przeciw-
dziedzinie funkcji mamy topologi¦ indukowan¡ z topologii euklidesowej na
prostej R). Wyka», »e istnieje niepusty przedziaª (a, b) ⊂ R taki, »e f jest
staªa na zbiorze (a, b) \Q.

4. Niech X = [0, 5] ⊂ R b¦dzie podzbiorem prostej z topologi¡ euklideso-
w¡. Zde�niujmy dwa podzbiory w X:

A = (0, 2] i B = [1, 2] ∪ [3, 4].

a. Sprawd¹, czy przestrze« ilorazowa X/A jest przestrzeni¡ Hausdor�'a.
b. Sprawd¹, czy przestrzenie X/A i X/B s¡ ªukowo spójne.
c. Udowodnij, »e przestrze« ilorazowa X/B nie jest przestrzeni¡ ±ci¡galn¡.
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