
EGZAMIN, TOPOLOGIA I, 08.02.23.

UWAGA: Rozwi¡zanie ka»dego zadania nale»y napisa¢ na oddzielnej kartce.
Ka»d¡ kartk¦ z rozwi¡zaniami nale»y podpisa¢ podaj¡c imi¦ i nazwisko, nu-
mer indeksu oraz numer grupy lub nazwisko prowadz¡cego ¢wiczenia. Dla
wszystkich odpowiedzi nale»y poda¢ uzasadnienie.

1. Dla liczb wymiernych q ∈ Q∩ (−1, 1) niech Iq = {(q, t) ∈ R2 | |t| ≤ q}.
Niech

X =
⋃

q∈Q∩(−1,1)

Iq ∪ ([−1, 1]× {0}) ∪ ([−1, 1]× {1})

(A.) Udowodni¢, »e X jest zbiorem spójnym.
(B.) Udowodni¢, »e X nie jest zbiorem ªukowo spójnym.

2. Niech X = {(x, y) ∈ R2 | x = 1/n , −1/n < y < 1/n, n = 1, 2, ...}
(A.) Czy zbiór X jest przestrzeni¡ zupeªn¡ jako podzbiór (R2, dk) ( dk

- metryka kolejowa). Jesli tak nie jest to prosz¦ sprawdzi¢ czy zbiór X z
topologi¡ generowan¡ przez metryk¦ dk jest przestrzeni¡ topologiczn¡ me-
tryzowaln¡ w sposób zupeªny.

(B.) Czy X jest przestrzeni¡ zupeªn¡ jako podzbiór (R2, dr) ( dr - me-
tryka rzeka). Jesli tak nie jest to prosz¦ sprawdzi¢ czy zbiór X z topologi¡
generowan¡ przez metryk¦ dr jest przestrzeni¡ topologiczn¡ metryzowaln¡ w
sposób zupeªny.

3. Niech F b¦dzie zbiorem domkni¦tym i brzegowym zawartym w odcinku
[0, 1]. Dla q ∈ Q zde�niujmy podzbiór pªaszczyzny euklidesowej

Kq = {(cos2π(t+ q), sin2π(t+ q)) | t ∈ F} ⊂ S1.

Niech
K =

⋃
q∈Q

Kq

Udowodni¢, »e istnieje prosta L w R2 przechodz¡ca przez punkt (0, 0) taka,
»e L ∩K = ∅.

4. (A.) Niech X b¦dzie przestrzeni¡ topologiczn¡, I odcinkiem domkni¦-
tym [0, 1]. Rozwa»my przestrze« X × I oraz jej podzbiór A = (X × {0}) ∪
(X × {1}). Pokaza¢, »e przestrze« ilorazowa Y = X/A jest ªukowo spójna.

(B.) Udowodni¢, »e Y nie jest przestrzeni¡ ±ci¡galn¡.
Wskazówka do cz¦±ci (B). Np. wystarczy pokaza¢, »e istnieje odwzorowanie

S1 → Y , które nie jest homotopijne z odwzorowaniem staªym.
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