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UWAGA: Rozwia↪zanie każdego zadania należy napisać na oddzielnej kartce. Każda↪ kartke↪
z rozwia↪zaniami podpisujemy podaja↪c: imie↪ i nazwisko, numer indeksu, numer grupy
ćwiczeniowej i nazwisko prowadza↪cego. Dla wszystkich odpowiedzi należy podać
uzasadnienie.

Zadanie 1. A. (15pkt). Niech S = (−1, 1)∩Q (liczby wymierne z odcinka otwartego
(−1, 1)). Niech I(a, b) oznacza odcinek domknie↪ty o końcach w punktach a, b. Zdefiniujmy
zbiór X

X =

[−1, 1] × {0} ∪
∪
p∈S

I((p,−p), (p, p))

 ⊂ R2.

Zbadać, czy przestrzeń X jest metryzowalna w sposób zupe lny.

B. (10pkt). Niech S be↪dzie zbiorem zdefiniowanym powyżej a T = C ∪−C ⊂ [−1, 1],
gdzie C jest zbiorem Cantora na odcinku [0, 1]. Przypomnijmy, że

S1 = {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 = 1}

Udowodnić, że istnieje punkt t ∈ S1 taki, że t nie leży na żadnym odcinku  la↪cza↪cym
punkt ze zbioru S × {2} ⊂ R2 z punktem ze zbioru T × {−2} ⊂ R2. Przypomnienie:
−C = {a ∈ R | − a ∈ C}.

Zadanie 2. A. (15pkt). Niech X be↪dzie zbiorem zdefiniowanym w zadaniu 1.A.
Zdefiniujmy podzbiór Y ⊂ R2 w naste↪puja↪cy sposób:

Y = X ∪ [−1, 1] × {1}

Udowodnić, że Y jest zbiorem spójnym.

B. (10pkt). Niech Z = X̄∪ [−1, 1]×{1}, gdzie X̄ oznacza domknie↪cie X w przestrzeni
euklidesowej R2. Udowodnić, że Z jest przestrzenia↪  lukowo spójna↪ i uzasadnić, że Z nie
jest przestrzenia↪ ścia↪galna↪.

Zadanie 3. A. (15pkt). Udowodnić, że przestrzeń ilorazowa [0, 1]/[0, 2/3) nie ma
w lasności Hausdorffa.

B. (10pkt). Wykazać, że butelka Kleina B2 jest homeomorficzna z przestrzenia↪ otrzy-
mana↪ ze sklejenia dwóch wste↪g Möbiusa M2 wzd luż identyczności na brzegu (∂M2 = S1).

Zadanie 4. A. (15pkt). Niech π : S2 → S2/ ∼ be↪dzie przekszta lceniem ilorazowym,
gdzie relacja ”∼” polega na utożsamieniu punktów antypodycznych (S2/ ∼= RP 2). Poka-
zać, że przekszta lcenie f : S1 → RP 2 określone formu la↪ f(x, y) = π(0, x, y) jest homotopi-
jne z odwzorowaniem sta lym.



B. (10pkt). Niech X be↪dzie dowolna↪ przestrzenia↪ topologiczna↪. Udowodnić, że odw-
zorowanie f : S1 → X jest homotopijne z odwzorowaniem sta lym wtedy i tylko wtedy gdy
istnieje cia↪g le F : D2 → X takie, że obcie↪cie F do brzegu D2 jest równe f (∂D2 = S1).


