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WSTEP.

Material w skrypcie odpowiada programowi zaje¢ z Topologii I w trzecim se-
mestrze studiow na Wydziale MIM Uniwersytetu Warszawskiego i jest oparty na
naszych doswiadczeniach z wyktadow i ¢wiczen do tego przedmiotu.

Program dopuszcza duza réznorodnosé w roztozeniu akcentéw na poszczegdlne
tematy i przedstawiony materiat jest wynikiem wyposrodkowania naszych pogla-
déw na te kwestie, poczatkowo dosé rozbieznych. Mamy nadzieje, ze to wywazenie
roznych punktéw widzenia przyniesie pozytek uzytkownikom skryptu.

Od momentu powstania pierwszej wersji skryptu sylabus wyktadu z topolo-
gii na wydziale MIM byt wielokrotnie modyfikowany. Te zmiany czasami nie
znajdowaly natychmiastowego odzwierciedlenia w uktadzie materiatu w skrypcie.
Jednak zawsze doktadaliSmy staran aby material zawarty w pierwszych szesciu
rozdziatach pokrywat program przedmiotu opisany w sylabusach, cho¢ niekoniecz-
nie w doktadnie tej samej kolejnosci. Ostatnia istotna merytoryczna modyfikacja
skryptu polegata miedzy innymi na rozszerzeniu Uzupelnien (czesé 7) tak, aby
obejmowaly one takze dodatkowy material, mozliwy do omoéwienia na potoku
ygwiazdkowym” .

Istotna czescia skryptu sa zadania. Staralismy sie dobraé je tak, aby (z ewentu-
alna wskaz6éwka) nie byty zbyt ztozone. Znaczna ich czes$é nalezy jednak traktowaé
jako materiat uzupetniajacy. Nasza ocene tego, co daje si¢ doktadnie omoéwié na
¢wiczeniach, sygnalizujemy opatrujac pewne z tych zadan symbolem #. Z tych
zadan uktadaliémy, prowadzac ¢wiczenia, zestawy dla studentéw i dawalismy po-
dobne zadania na kolokwiach i egzaminach.

Istnieje obszerna literatura w jezyku polskim, dotyczaca réznych aspektéw pro-
blematyki, w ktéra wprowadza kurs Topologii I (niektére z tych pozycji wymie-
niamy ponizej). Nasz skrypt, pisany z mysla o zajeciach kursowych, nie zastapi
oczywiscie kontaktu z zadng z tych znakomitych ksiazek.
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1. PRZESTRZENIE METRYCZNE I PRZESTRZENIE TOPOLOGICZNE

1.1. Metryki i topologia przestrzeni metrycznej. Metryka pozwala mierzy¢
odlegtos¢ miedzy punktami przestrzeni. Interesowaé nas beda jednak nie same
metryki, a wyznaczone przez nie rodziny zbioréw otwartych — topologie.

Definicja 1.1.1. Metrykq na zbiorze X nazywa sie funkcje d : X x X — R
spetniajgcq nastepujgce warunki:
(1) d(z,y) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy x =y,
(2) d(z,y) =d(y,x), dlaz,y € X,
(3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y), dlaz,y,z € X.
(

Pare (X, d) nazywamy przestrzeniqg metryczng.

Z wtasnosci (3), nazywanej nieréwnoscia tréjkata, warunku symetrii (2), oraz
(1) wynika, ze dla z,y € X, 0 = d(x,z) < 2d(z,y), a wiec metryka przyjmuje
tylko wartosci nieujemne.

Elementy przestrzeni metrycznej (X, d) nazywaé bedziemy punktami, a liczbe
d(x,y) odlegtoécia miedzy punktami z,y € X.

Przyktad 1.1.2. Wprowadzimy przestrzenie euklidesowe (R”, d.). Punktami R"™
sa ciagi n-elementowe liczb rzeczywistych, a odlegto$é miedzy a = (ay, ..., a,),
b= (by,...,b,) € R™ jest okre$lona formuty

(4) de(a,b) = /323, (ai — bi)*.
Sprawdzimy, ze d. jest metryka. Uzasadnienia wymaga jedynie nieréwnos¢ troj-
kata (3). Pokazemy najpierw, ze dla 0 = (0,...,0),

(5) du(a,b) < du(a,0) + d.(0,D).

Po podniesieniu do kwadratu obu stron, (5) przeksztalca sie w nieréwnosé
Cauchy’ego

(6) 0y laibi] < /Sy a? (/S 2.

Przypomnijmy uzasadnienie (6): przyjmuj@c A= /3" a3, B=/>r b7, s =

lad "¢, = Bl mamy Zl 182 =1 = Y" 12 a poniewaz 2s;t; < s? + 12, po
zsumowaniu tych nieréwnosci stronami dostaniemy (6).

Aby przejsé od (5) do ogdlnej sytuacji, zauwazmy, ze metryka euklidesowa jest
niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia, a wiec dla dowolnych a, b, ¢ € R™ mamy

de(a,b) =de(a—c,b—c) < d.(a—¢c0)+d.(0,b—c)=d.(a,c)+dc(c,b).

Kula w przestrzeni metrycznej (X, d) o $rodku w punkcie a € X i promieniu
r > 0 nazywamy zbidr

B(a,r) ={x € X : d(a,x) < r}.
Definicja 1.1.3. W przestrzeni metrycznej (X, d), zbior U C X jest otwarty, jesli
dla kazdego x € U istnieje r > 0 takie, Ze B(x,r) C U. Rodzine T (d) wszystkich

zbioréw otwartych w (X, d) nazywamy topologiq tej przestrzeni metrycznej albo
topologig generowang przez metryke d.
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Uwaga 1.1.4. (A) W przestrzeni metrycznej (X, d), jesli b € B(a,r), to zgod-
nie z nieréwnoscig trojkata, dla s = r — d(a,b), mamy B(b,s) C B(a,r). W
szczegOlnosci, kule B(a,r) sa otwarte w przestrzeni (X, d).

(B) Dopelnienie X \ F' zbioru skonczonego F' w przestrzeni metrycznej (X, d)
jest otwarte. Istotnie, jesli x € X \ F' i r = min{d(x,y) : y € F}, to B(x,r) C
X\ F.

Wrtasnosci topologii przestrzeni metrycznej, ktére wyrdéznimy w nastepujacym
twierdzeniu, postuza nam w dalszej czeéci do okreslenia ogdlnych przestrzeni to-
pologicznych.

Twierdzenie 1.1.5. Topologia T (d) przestrzeni metrycznej (X, d) ma nastepujq-
ce wtasnosci:

(i) 0.X € T(d),

(i) przeciecie skoticzenie wielu elementéw T (d) jest elementem T (d),

(#1i) suma dowolnie wielu elementéw T (d) jest elementem T (d).

Dowdd. Poniewaz z ¢ () dla kazdego x € X, warunek okreslajacy zbiory otwarte
w (X, d) jest speliony dla (). Jest tez jasne, ze X € 7 (d).

Sprawdzimy (ii). Niech Uy, Us € 7T (d). Dla dowolnego z € U; N Uy istniejg
r; > 0 takie, ze B(z,r;) C U;, a wiec B(xz,r) C Uy N U, dla r = min(ry, 7).
Zatem Uy NUy € T(d), a stad (ii) wynika przez indukcje.

Niech V' = UU bedzie suma rodziny U C 7 (d). Jesli z € V, to z € U dla
pewnego U € U, a wiec istnieje r > 0 takie, ze B(z,r) C U C V. Zatem
V € T(d), co dowodzi (iii).

Przyktad 1.1.6. (A) Metryki na tym samym zbiorze, o r6znych wtasnosciach
geometrycznych, moga generowaé te sama topologie. Dla ilustracji, rozpatrzmy
w R"™ metryki

ds(a,b) = Z la; — b, dmn(a,b) = max|a; — b,
i=1 ¢

gdzie a = (ay,...,a,), b = (by,...,b,). Kule w przestrzeniach metrycznych
(R™,d.), (R", dy), oraz (R™,d,,) maja rozny ksztalt, ale metryki d., ds i d,,, gene-
ruja te sama topologie, 7 (d.) = 7 (ds) = T (dyn)-

Wynika to z prostych nieréwnosci d. < /ndp,, d, < d,, oraz nieréwnosci
ds < /nd,, ktéra jest konsekwencja nieréwnosci Cauchy’ego (6) w[L.1.2]

(B) Niech (X,d) bedzie przestrzenia metrycznag i § > 0. Wowczas funkcja
ds(xz,y) = min{d(z,y),d} jest metryka w X, generujaca te sama topologie, co
metryka d. Wynika to stad, ze w obu przestrzeniach metrycznych (X, d) i (X, ds)
kule o promieniach < ¢ sa identyczne.

Przyktad 1.1.7. (A) Funkcja d : R x R — R okre§lona formutami d(z,y) =
lz| + |y|, dla = # y, oraz d(z,z) = 0, jest metryka. Metryka d generuje w R
topologie 7 (d) rézna od topologii euklidesowej, tzn. generowanej przez metryke
de(z,y) = |z —y|. W przestrzeni (R, d) kula o érodku w punkcie x # 0 i promieniu
r = |z| sktada sie jedynie z punktu z, a zatem {z} jest zbiorem otwartym w tej
przestrzeni. Poniewaz kula w (R, d) o érodku w zerze i promieniu r jest przedzia-
tem (—r,7), wynika stad, ze 7 (d) sklada sie ze wszystkich podzbioréw R\ {0},
oraz wszystkich zbiorow zawierajacych pewien przedziat (—r,r).
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(B) Niech R* bedzie zbiorem ciagéw liczb rzeczywistych (x1, s, ...) o prawie
wszystkich (tzn. wszystkich, poza skonczenie wieloma) wspéhrzednych rownych
zeru. Bedziemy identyfikowaé R" ze zbiorem punktéw (xy,...,x,,0,0,...) w R*.
Metryki d, i dy w R* okredlamy formutami

de(a, b) = Z(al — bi)2, ds(a, b) = Z ’@i — bZ’,
=1 =1

gdzie a = (a1,a9,...), b = (b1,be,...) (na R" C R* metryki d. i ds pokry-
waja sie z metrykami wprowadzonymi w i (A)). Pokazemy, ze d. i
ds generuja rézne topologie w R*. Istotnie, niech 0 = (0,0,...) i niech B4(0,1)
bedzie kula w (R*,d,) o srodku w 0 i promieniu 1. Sprawdzimy, ze B,(0,1) ¢
7 (d.). Zatézmy przeciwnie i niech B.(0,r) C Bs(0,1), gdzie B.(0,r) jest kula
w (R*,d.) o srodku w O i promieniu r > 0. Ustalmy n takie, ze % < 72 i niech
a= (%1 ...,%, 0,0,...) bedzie punktem majacym dokladnie n wspétrzednych

niezerowych. Wowczas d.(a,0) = \/n-(%)Q = \/% < r, skad a € B.(0,r), ale
ds(a,0) =n-+ =1, czyli a ¢ B,(0,1), a wiec doszlismy do sprzecznosci.

Zakonczymy te cze$¢ uwagg dotyczaca topologii podprzestrzeni przestrzeni me-
trycznych.

Uwaga 1.1.8. Niech (X,dx) bedzie przestrzenia metryczna i niech Y C X.
Wowczas obciecie dy = dx | Y x Y metryki dx do Y jest metryka, generujaca
w Y topologie 7 (dy), ktorej elementy sa sladami zbioréw otwartych w (X, dy)
na Y, tzn. 7(dy) = {UNY : U € T(dx)}. Aby sie o tym upewnié, wystarczy
zauwazy¢, ze dla y € Y kula w przestrzeni (Y, dy) o srodku w y i promieniu r
jest przecieciem z Y kuli w (X, dx) o srodku w y i promieniu r.

Przyktad 1.1.9. Niech Y = {0} U {2 : n = 1,2,...} i niech dy bedzie obcie-
ciem do Y metryki euklidesowej w R. Topologia 7 (dy) sktada sie ze wszystkich
podzbioréw Y, ktore albo nie zawieraja zera, albo ich dopetienie do Y jest skon-
czone.

Zauwazmy, ze obciecie do Y metryki z Przyktadu (A) generuje te sama
topologie.

1.2. Przestrzenie topologiczne. Wtasnosci wyréznione w Twierdzeniu [1.1.5
przyjmiemy za okreslenie topologii w przestrzeniach bez metryki.

Definicja 1.2.1. Rodzina T podzbiorow zbioru X jest topologiq w X, jesli

(i) 0,X €T,

(i1) przeciecie skoticzenie wielu elementéow T jest elementem T,

(iii) suma dowolnie wielu elementéw T jest elementem T .

Pare (X, T) nazywamy przestrzenig topologiczng, elementy zbioru X punktami
tej przestrzeni, a elementy rodziny T zbiorami otwartymi w (X, 7).

Jedli dla przestrzeni topologicznej (X, 7) mozna okresli¢ metryke d na X, dla
ktorej 7 = 7 (d), méwimy, ze przestrzen (X, 7) jest metryzowalna. Istnieje wiele
waznych przestrzeni topologicznych, ktére nie sg metryzowalne. Jedng z nich
wskazemy w nastepujacym przyktadzie (zob. takze Uzupelnienie [7.3.2)).
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Przyklad 1.2.2. Niech (R*, d,.) bedzie przestrzenia opisana w Przykladzie[1.1.7]
(B). Przestrzen R* jest suma podprzestrzeni R C R* C ... C R™ C ... i niech
7, bedzie topologia w (R", d.) (tym samym symbolem oznaczamy tu metryke na
R> i jej obciecie do R™). Niech
To ={UCR>®: UNR"€7,, dlan=1,2,...}.

Rodzina 7, jest topologia w R*. Pokazemy, ze przestrzen (R>°,7.,) nie jest
metryzowalna. Zalézmy przeciwnie, ze 7, = 7 (d) dla pewnej metryki d na
R> i niech B(0,1) bedzie kula w (R*,d) o $rodku w punkcie 0 = (0,0,...)
i promieniu % Zgodnie z okreSleniem 7., B(O,%) N R™ jest zbiorem otwar-
tym w przestrzeni euklidesowej (R", d.) zawierajacym zero, mozna wiec wybraé
pn = (0,0,...,0,7,,0,...) € B(O,%)7 gdzie r, # 0 jest n-ta wspolrzedna p,,.
Zbiér A = {p1,p2, ...} ma skoniczone przeciecie z kazda przestrzenig R", zatem
R*"\ A €7, dlan=12,... (zob. (B)), a wiec R*® \ A € 7. Z drugiej
strony, 0 € R* \ A, ale kazda kula w (R*,d) o $rodku w zerze zawiera pewna
kule B(0, 1), a wigc przecina A. Mamy zatem R\ A € 7, \ T (d), sprzecznie z

zalozeniem.

Przyktad 1.2.3. Niech X bedzie ustalonym zbiorem. Wsréd wszystkich topolo-
gii, jakie mozna okresli¢ na zbiorze X, dwie skrajne to antydyskretna 7, = {0, X'},
oraz dyskretna 7, ztozona ze wszystkich podzbioréw zbioru X. Jedli X zawiera
co najmniej dwa punkty, to przestrzen (X,7,) nie jest metryzowalna, bo wow-
czas, dla dowolnego x € X, X \ {z} & 7, zob. Uwaga[1.1.4] (B). Topologia 7; jest
generowana przez metryke dyskretng w X, w ktorej odlegto$¢ miedzy réznymi
punktami jest zawsze rowna 1.

Zarowno przy wprowadzaniu topologii, jak i badaniu jej wtasnosci, uzyteczne
sg pewne podrodziny rodziny wszystkich zbioréw otwartych.

Definicja 1.2.4. Rodzine B podzbioréw otwartych przestrzeni topologicznej (X, T)
nazywamy bazq topologii T, jesli dla dowolnego U € T 1 x € U istnieje B € B
spetniajgce v € B C U.

Przyktad 1.2.5. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna i niech A C X
bedzie zbiorem takim, ze kazda kula w (X, d) zawiera element A. Woéwczas rodzina
B={B(a,t):a€ A n=1,2,...} jest bazg topologii 7 (d).

Baza topologii jednoznacznie wyznacza te topologie: zbior jest otwarty wtedy i
tylko wtedy, gdy jest suma pewnej rodziny zbioréow z bazy. Opiszemy teraz metode
generowania topologii przy pomocy rodzin majacych dwie wtasnosci przystugu-
jace kazdej bazie.

Twierdzenie 1.2.6. Niech B bedzie rodzing podzbiorow zbioru X spelniajgcq
warunk:

(i) UB=X,

(i) dla dowolnych By, By € B i x € By N By istnieje B € B takie, Ze x € B C
BN B,.
Wowczas rodzina T zbiorow U C X takich, ze jesli v € U, to x € B C U dla
pewnego B € B, jest topologiq w X .

Dowdéd. Warunki (i) oraz (iii) w Definicji sa spelnione w sposéb widoczny,
a warunek (ii) wynika z wlasnosci (ii) rodziny B.
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Uwaga 1.2.7. Rodzina B podzbioréw zbioru X spelniajaca warunki (i) i (i)
Twierdzenia jest bazg topologii 7 opisanej w tym twierdzeniu. Bedziemy
moéwicé, ze baza B generuje topologie 7.

Przyktad 1.2.8. Niech (X, <) bedzie zbiorem zawierajacym co najmniej dwa
elementy, z wyréznionym porzadkiem liniowym. Rodzina przedziatéw {y : y < x},
{y : z <y}, oraz {z : © < z < y} spelnia warunki (i) i (ii) Twierdzenia [1.2.6]
Topologie generowang przez te baze bedziemy oznacza¢ symbolem 7 (<).

Jesli < jest zwyklym porzadkiem na prostej rzeczywistej R, to 7 (<) jest to-
pologia euklidesowaq.

Niech < bedzie porzadkiem leksykograficznym w kwadracie 12 = [0, 1] x [0, 1],
tzn. (z1,y1) < (22,y2) jeSli @y < x9, lub tez 7 = 29 1 y1 < yo. Przestrzen
topologiczng (12,7 (<)) nazywa sie kwadratem leksykograficznym. Kwadrat lek-
sykograficzny nie jest przestrzenig metryzowalna (zob. Uzupelnienie (A)).

Podzbiér przestrzeni topologicznej (X, 7') mozna rozpatrywa¢ w naturalny spo-
séb jako przestrzen topologiczna, bo dla Y C X, rodzina {UNY : U € T} §ladéw
na Y zbioréw otwartych w X jest topologia w Y, zob. [1.2.1] Przyjeta przez nas
ponizej definicja podprzestrzeni jest zgodna z tym, co opisaliémy w Uwadze [[.1.§
dla przestrzeni metrycznych.

Definicja 1.2.9. Niech (X,7x) bedzie przestrzeniq topologiczng i niech Y C
X. Przestrzen topologiczng (Y, Ty), gdzie Ty = {UNY : U € Tx}, nazywamy
podprzestrzeniq przestrzeni (X, Tx), a Ty - topologig indukowang w'Y .

Przyktad 1.2.10. Niech (1%, 7 (<)) bedzie kwadratem leksykograficznym i niech
S = (0,1] x {0}. Topologia indukowana 7 (<)s na S jest generowana przez baze
ztozona ze zbiorow (a,b] x {0}, gdzie 0 < a < b < 1.

Zbior liczb rzeczywistych R z topologia generowana przez baze ztozong z od-
cinkéw (a, b] nazywa sie strzatka. Podprzestrzen (0, 1] strzatki mozna wiec utoz-
samiaé z podprzestrzenia (0, 1] x {0} kwadratu leksykograficznego. Strzatka nie
jest metryzowalna, zob. Uzupelnienie (A).

W przestrzeni metrycznej (X, d), dla kazdej pary réznych punktéw zp, xo € X
istnieja roztaczne zbiory otwarte Uy, U, takie, ze x; € U; - wystarczy przyjaé
U; = B(x;,r/2), gdzie r = d(z1, x2).

Definicja 1.2.11. Przestrzen topologiczng (X, T) nazywamy przestrzeniq Haus-
dorffa, jesli dla kazdej pary rézinych punktow x,,xs € X istniejg U; € T takie, Ze
x; € Uy, oraz Uy NUy = 0.

Przestrzenie niemetryzowalne opisane w przyktadach 1|1.2.10|sg przestrze-
niami Hausdorffa.

Przyktad 1.2.12. Niech X bedzie zbiorem nieskoriczonym. Topologia 7 = {U C
X :U =0, lub X\U jest zbiorem skoniczonym} nazywa sie topologia Zariskiego
w X. W przestrzeni (X,7) kazde dwa niepuste zbiory otwarte maja niepuste
przeciecie, w szczeg6lnosci przestrzen (X, 7)) nie jest Hausdorffa.
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Definicja 1.2.13. Otoczeniem punktu a w przestrzeni topologicznej (X, T) na-
zywamy zbior V- taki, zZe dla pewnego U € T, a € U C V.

W przestrzeni metrycznej (X, d) otoczeniami punktu a sa zbiory zawierajace
pewng kule o srodku w a.

Definicja 1.2.14. Niech (X, T) bedzie przestrzeniq topologiczng i A C X. Do-
mkniecie A zbioru A jest zbiorem punktow x € X takich, Ze kazde otoczenie x
przecina A.

W przestrzeniach metrycznych, czesto jest wygodnie opisywa¢ domkniecie zbio-
ru przy uzyciu ciggoéw zbieznych.

Definicja 1.2.15. W przestrzeni metrycznej (X, d), cigg punktow (x,)5, jest
zbiezny do punktu o, x, — o, jesli d(z,,zo) — 0.

Twierdzenie 1.2.16. W przestrzeni metrycznej (X, d), warunek xo € A jest
réownowazny temu, ze istnieje ciqgg punktow x, € A taki, zZe x, — xg.

Dowéd. Niech 7, € A. Kula B(xo,%) jest otoczeniem z, istnieje wiec x, €
B(xy, %) N A. Poniewaz d(zg, x,) < %, Ty — .

Na odwrét, zatdzmy, ze x, — xo9 dla pewnego ciggu x,, € A. Niech V bedzie
otoczeniem xq i niech B(xg,r) C V. Wowczas, jesli d(zg, x,) <, to x, € V. Tak
wiec kazde otoczenie punktu xg przecina A.

Definicja 1.2.17. Zbior A w przestrzeni topologicznej (X, 7T) jest domkniety,
jesli A = A.

Twierdzenie 1.2.18. Niech (X, T) bedzie przestrzeniq topologiczng. Wéwczas

(i) (A) =4,

(ii) zbior A C X jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy jego dopelnienie jest
otwarte,

(iii) A =N{F : F jest zbiorem domknietym w X zawierajgcym A}.

Dowdd. (i) Inkluzja O wynika stad, Ze zbior jest zawsze zawarty w swoim do-

mknieciu. Aby uzasadnié¢ przeciwna inkluzje, ustalmy zy € (A). Niech V' bedzie
otoczeniem 1z i niech dla U € 7, xqg € U C V. Poniewaz U jest otoczeniem x,
istnieje y € UN A, a poniewaz U jest otoczeniem y, UN A # (). Tak wiec, dowolne
otoczenie x przecina A, czyli zg € A.

(ii) Jesli X \ A jest zbiorem otwartym, X \ A jest otoczeniem kazdego punktu
x & A roztacznym z A, skad A = A. Jedli A = Aix ¢ A, mozna wybraé otoczenie
punktu x roztaczne z A, a wiec istnieje U, € 7T takie, ze © € U, C X \ A. Zatem
X\A=U{U,:x € X\ A} jest zbiorem otwartym.

(iii) Jesli F jest zbiorem domknietym zawierajacym A, to A C F = F, co dowo-
dzi inkluzji C. Poniewaz, zgodnie z (i), A jest zbiorem domknietym zawierajacym
A, mamy tez inkluzje przeciwna.
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Uwaga 1.2.19. (A) Z definicji topologii, oraz wlasnosci (ii) w Twierdzeniu[1.2.1§]
wynika natychmiast, ze skonczone sumy i dowolne przeciecia zbioréw domknietych
w przestrzeni topologicznej sg zbiorami domknietymi. Zmieniajac punkt widzenia,
zauwazmy, ze jesli w zbiorze X wyrdzniona jest rodzina zbioréw F zawierajaca
(0, X i zamknieta ze wzgledu na operacje skonczonych sum i dowolnych przecieé,
to7 ={X\F : F € F} jest topologia w X i F jest rodzina zbioréw domknietych
w przestrzeni topologicznej (X, 7).

(B) Zauwazmy, ze jesli Y C X i (Y, 7y) jest podprzestrzenia przestrzeni topo-
logicznej (X, 7x), to zbiér A C Y jest domkniety w (Y, 7y) wtedy i tylko wtedy,
gdy A =Y N B dla pewnego zbioru B domknietego w (X, 7x).

Wynika to natychmiast z|1.2.18] (ii) 1|1.2.9]

W szczegblnosei, jesli Y jest zbiorem domknietym w (X, 7x), to kazdy zbiér
domkniety w (Y, 7y ) jest tez domkniety w przestrzeni X.

Definicja 1.2.20. Wnetrzem IntA zbioru A w przestrzeni topologicznej (X, 7T)
nazywamy zbior punktow, ktorych pewne otoczenia sq zawarte w A.

Uwaga 1.2.21. Z definicji otoczen|1.2.13|wynika, ze wnetrze Int A jest sumg zbio-
row otwartych zawartych w A, jest wiec najwiekszym, w sensie inkluzji, otwartym

podzbiorem zbioru A. Latwo tez sprawdzié, ze IntA = X \ (X \ A).

1.3. Cigglosé przeksztalcen. Klasyczna (e — §)-definicja ciagtodci funkeji rze-
czywistej f : R — R przenosi si¢ na przypadek przeksztatcen f: X — Y miedzy
przestrzeniami metrycznymi (X, dx) i (Y, dy) w nastepujacy sposob:

(1) Vaex Ves0 J5>0 Vaex dX(a;17> <0 = dy(f(a), f(x)) <E.

Czesé formuty (1) otrzymana przez pominiecie pierwszych trzech kwantyfika-
torow mozna zapisa¢ w postaci f(Bx(a,d)) C By(f(a),e) lub tez Bx(a,d) C
f~Y(By(f(a),¢)), gdzie Bx(a,d), By(f(a),e) sa kulami w (X,dx) i (Y,dy), od-
powiednio. Zastepujac kule otoczeniami, mozna rozszerzy¢ pojecie cigglosci na
przeksztalcenia miedzy dowolnymi przestrzeniami topologicznymi.

Przyjmiemy jednak jako definicje ciagltosci przeksztatcen inny réwnowazny wa-
runek (zob. Twierdzenie , majacy prostsze sformutowanie.

Definicja 1.3.1. Przeksztalcenie f: X — Y przestrzeni topologicznej (X, Tx) w
(Y, Ty) jest ciggle, jesli dla kaidego U € Ty, f~H(U) € Tx.

Twierdzenie 1.3.2. Dia przeksztalcenia f : X — Y przestrzeni topologicznej
(X, Tx) w (Y, Ty) nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) [ jest przeksztalceniem cigglym,

(ii) jesli zbiér F jest domkniety w (Y, Ty), to f~1(F) jest zbiorem domknietym
w (X, Tx),

(iii) f(A) C f(A), dla kaidego A C X,

(iv) dla kazdego a € X i otoczenia U punktu f(a) w (Y, 7y) istnieje otoczenie
V punktu a w (X, Tx) takie, ze f(V) C U.
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Dowdéd. (i) = (iv) Niech a € X i niech U bedzie otoczeniem f(a) w (Y, Zy).
Wybierzmy W € Ty takie, ze f(a) € W C U. Wowczas V = f~1 (W) € Tx jest
otoczeniem punktu a i f(V) C U.

(iv) = (iii) Niech @ € A. Mamy sprawdzi¢, ze f(a) € f(A). Wybierzmy
dowolne otoczenie U punktu f(a) w (Y,7y). Na mocy (iv) istnieje otoczenie V'
punktu a w (X, 7x) takie, ze f(V) C U. Poniewaz a € A, VN A # 0, skad
Unf(A) D f(VNA) £0.

(iii) = (ii) Niech F' bedzie zbiorem domknigtym w (Y, 7y) 1 A = f~Y(F). Z
(i), f(A) € f(A) C F = F,skad A C f~'(F) = A. Tak wigc A = A, czyli zbi6r
A jest domkniety.

(i) = (i) Wynika to natychmiast z faktu, ze zbiory domkniete sa dopekie-

niami zbioréw otwartych, zob. [1.2.18] (ii).

Uwaga 1.3.3. Jedli w przestrzeni (Y,7y) jest wyr6zniona baza B generujaca
topologie 7y, to dla dowodu ciagltosci przeksztatcenia f: X — Y gdzie (X, Tx)
jest przestrzenia topologiczna, wystarczy sprawdzi¢, ze f~1(U) € Ty dla kazdego
U € B. Wynika to natychmiast z Definicji [I.3.1] i faktu, ze kazdy zbiér otwarty
jest suma pewnej podrodziny rodziny B.

Uwaga 1.3.4. Ciagloé¢ przeksztatcenia f : X — Y przestrzeni metrycznej
(X,dx) w przestrzen metryczna (Y, dy) jest réwnowazna warunkowi, ze jesli
Ty — o, to f(x,) — f(z0), zob{l.2.15]

Istotnie, zgodnie z Twierdzeniem [1.2.16] ten warunek zapewnia wlasnos¢ (iii)
w Twierdzeniu [1.3.2] Na odwrét, jedli f jest przeksztalceniem ciagltym, x, — g
ie > 0, to zgodnie z (iv), dla pewnego otoczenia V' punktu xq, obraz
f(V) jest zawarty w kuli o §rodku w f(z¢) i promieniu ¢, a poniewaz prawie
wszystkie wyrazy x, leza w V', dy(f(xg), f(x,)) < &, dla prawie wszystkich n.
Zatem f(,) — f(z0).

Uwaga 1.3.5. (A) Dla ustalonego a € X, wlasnosé¢ (iv) w definiuje cig-
gloéé¢ przeksztatcenia f w punkcie a. Dla przeksztatcenia miedzy przestrzeniami
metrycznymi, ciagtosé w punkcie a jest wiec opisana formuta (1), z pominieciem
kwantyfikatora V,cx.

(B) Niech f,,f : X — Y beda przeksztalceniami przestrzeni topologicznej
(X,7T) w przestrzen metryczng (Y, d) takimi, ze 7, = sup{d(f.(x), f(z)) : x €
X} — 0. Woweczas, jesli wszystkie przeksztalcenia f,, sa ciaglte w punkcie a € X
(ze wzgledu na topologie 7 (d) w Y'), to takze f jest ciagte w tym punkcie.

Istotnie, niech U bedzie otoczeniem punktu f(a) w przestrzeni (Y, 7 (d)) i niech
B(f(a),r) C U. Ustalmy n takie, ze v, < r/3 i korzystajac z ciagtoéci f, w a
wybierzmy otoczenie V punktu a w (X, 7) takie, ze f,,(V) C B(f.(a),r/3). Wow-
cons, dlax € V., d(f(2), (a)) < d(f(2), fa(2))+d{ful), fula)) d(fo(a), F(a)) <

3-%=r,azatem f(V)CU.

Wprowadzimy teraz przeksztatcenia pozwalajace na utozsamianie przestrzeni
ze wzgledu na wtasnosci, ktére mozna opisa¢ w terminach topologii tych prze-
strzeni.
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Definicja 1.3.6. Przeksztalcenie f: X — Y przestrzeni topologicznej (X, Tx) w
(Y, Zy) jest homeomorfizmem, jesli f jest réznowartosciowe, f(X) =Y oraz oba
przeksztatcenia f i f71 Y — X sq ciggle. Jesli f jest homeomorfizmem prze-
strzeni (X, Tx) na podprzestrzen (f(X), (Ty)sx)) przestrzeni (Y, Ty), mowimy,
ze f jest zanurzeniem homeomorficznym.

Uwaga 1.3.7. Z Definicji wynika natychmiast, ze ztozenie przeksztatcen
ciagtych jest ciagte. W szczegoélnosci, ztozenie homeomorfizmoéow jest homeomor-
fizmem.

Przyktad 1.3.8. (A) Kazde dwa otwarte zbiory wypukle w przestrzeni eukli-
desowej (R",d.) (rozpatrywane jako podprzestrzenie) sa homeomorficzne, zob.
Uzupetnienie [7.1]

Jednakze, kazde ciggte przeksztalcenie f : R? — R plaszczyzny w prosta ma
nieprzeliczalna warstwe. Aby to sprawdzié, rozpatrzmy funkcje f.(y) = f(z,v),
dla z € R. Funkcja f, : R — R jest ciggta, wiec f,(R) jest przedziatem. Jesli jeden
7 tych przedzialéw redukuje sie do punktu, f,(R) = {r}, mamy f~1(r) = {z} xR.
W przeciwnym razie, zawsze istnieje liczba wymierna ¢, € f.(R). Dla pewnej
liczby wymiernej ¢ zbior {z : q, = q} jest nieprzeliczalny, a wiec warstwa f~!(q)
jest nieprzeliczalna.

(B) Przeksztalcenie f(t) = (cost,sint) odcinka [0, 27) na prostej euklidesowe;
na okrag S' = {(z,y) € R? : 2% + y*> = 1} (z topologia podprzestrzeni plaszczy-
zny euklidesowej) jest ciagta bijekcja, ale nie jest homeomorfizmem. Istotnie, dla
an = (cos(2mr—2),sin(2r—1)), a,, — f(0), ale f~*(a,) /4 0. Zauwazmy tez, ze nie
istnieje ciggle i réznowartoéciowe przeksztatcenie g : S — R. Zalézmy przeciwnie
i rozpatrzmy zlozenie g o f : [0,27) — R. Przeksztalcenie g o f jest ciagle i r6z-
nowartosciowe, a wiec jest albo rosnace, albo malejace. W pierwszym przypadku
g0 £(0) < glar) < g(az) < ..., bo glan) = go f(2r—1), oraz g(an) — g o f(0),
co jest niemozliwe. Podobnie do sprzecznosci dochodzi sie, jesli g o f maleje.

Zakonczymy te czes¢ obserwacja dotyczaca dwoch typowych operacji: obciecia
i kombinacji przeksztatcen.

Uwaga 1.3.9. (A) Niech f : X — Y bedzie przeksztatceniem ciagtym przestrzeni
(X, 7x) w przestrzen (Y,7y) i niech Z C X. Woéwezas obciecie f | Z: Z — Y
jest przeksztatceniem ciggtym, gdzie w Z rozpatruje si¢ topologie podprzestrzeni
przestrzeni X. Ponadto f | Z jest ciagte jako przeksztalcenie z Z na podprzestrzen
f(Z) przestrzeni Y.

Istotnie, zbiory otwarte w f(Z) sa postaci W = U N f(Z), gdzie U € Ty, a
(f 1 Z2)Y(W) = f~Y(U) N Z jest zbiorem otwartym w Z, bo f~1(U) € Tx.

(B) Niech f: X — Y bedzie przeksztatceniem przestrzeni (X, 7x) w (Y, Zy).
Jesli X = F1U...UF,, gdzie kazdy ze zbiorow F; jest domkniety i kazde obciecie
f|F;: F,—Y jest ciagle, to przeksztalcenie f jest ciagte.

Istotnie, dla dowolnego zbioru domknigtego F' w Y, zbior A; = f~1(F) N F,
jest domkniety w przestrzeni (F;, 7r,), a poniewaz F; jest zbiorem domknietym
w (X, Tx), zbior A; jest tez domkniety w X, zob. (B). Zatem f~Y(F) =
A1 U...UA,, jest zbiorem domknietym w X.

Podobnie sprawdza sie, ze jesli X = U,eq Us, Us € Tx iobciecia f | Us : Us — Y
sg ciagte, to f jest przeksztatceniem cigglym.
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1.4. Iloczyny skonczone przestrzeni topologicznych.

Definicja 1.4.1. Niech (X;,7;), i = 1,2,...,n, bedqg przestrzeniami topologicz-
nymi. Rodzina B iloczynow kartezjanskich Vi x ... x V,, zbioréw otwartych V; € T;
spelnia warunki (i), (ii) w a wiec jest bazqg pewnej topologii w iloczynie
kartezjanskim Xy X ... x X,,. Przestrzen (X1 X ... x X,,7T) z topologiag T genero-
wang przez baze B nazywamy iloczynem kartezjanskim przestrzeni topologicznych
(X, T5).

Twierdzenie 1.4.2. Niech 7;, dla i = 1,2,...,n, bedzie topologig w X; genero-
wang przez metryke d;. Wowczas topologia w iloczynie kartezjanskim (Xq X ... X
X, T) przestrzeni (X;, T;) jest generowana przez metryke d(a, b) = max; d;(a;, b;),
gdzie a = (ay,...,a,), b=(b1,...,by) € X1 x ... x X,,.

Dowdéd. Kule w przestrzeni metrycznej (X; X ... X,,d) maja postac

(1) B(a,r) = By(a1,r) X ... x By(an,r),
gdzie a = (aq,...,a,) 1 Bi(a;,r) jest kula w przestrzeni (X;,d;) o srodku w a; i
promieniu r. Wynika stad, ze 7 (d) C 7. Niech teraz U € T i a = (ay,...,a,) €
U. Istnieja V; € 7; takie, ze a € V} x ... x V,, C U i niech B;(a;,r;) C V.
Przyjmujac r = min{r; : i = 1,...,n} mamy wowczas, zgodnie z (1), B(a,r) C U.
To dowodzi, ze 7 C 7 (d).

Uwaga 1.4.3. Z (A) i wynika w szczegdlnosci, ze topologia eukli-
desowa w (R",d,) jest identyczna z topologia iloczynu kartezjanskiego prostych
euklidesowych.

Uwaga 1.4.4. Metryka d : X x X — R jest funkcjg ciaglta na kwadracie karte-
zjanskim przestrzeni topologicznej (X, 7 (d)). Z nieréwnosci trojkata mozna bo-
wiem WypI‘OW&dZié, ze |d((l}, y) - d(‘rOv ?Jo)| < d([L’, IO) + d(y7 ?/0)

Uwaga 1.4.5. Niech (X; x ... x X,,,7) bedzie iloczynem kartezjanskim prze-
strzeni topologicznych (X;,7;), i =1,...,n,iniech p; : X7 x...x X,, — X, beda
rzutowaniami, p;(zy, ..., T,) = ;.

(A) Rzutowania p; sa ciggle. Istotnie, jesli U € T;, to p; *(U) = X1 x ... X
Xi_1XU><XZ'+1 X...XXnGT.

(B) Niech f: Z — X; x ... x X, bedzie przeksztalceniem okreslonym na prze-
strzeni topologicznej (Z, 7). Przeksztalcenie f jest ciagle wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie ztozenia p; o f : Z — X, sg ciggte.

Z (A) dostajemy natychmiast, ze z ciagtosci f wynika ciagtosé¢ kazdego ztozenia
p; o f. Dla wykazania przeciwnej implikacji, zgodnie z i wystarczy
sprawdzi¢, ze ciggloéé zlozen p; o f zapewnia otwartoéé przeciwobrazow f~1(V; x
... X V), dla dowolnych V; € 7;, co wynika z formuly f~1(V; x ... x V) =
(o £ ) 0101 (o 0 1) (Vo).
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1.5. Iloczyny przeliczalne przestrzeni topologicznych.

Definicja 1.5.1. Niech (X;,7;), i = 1,2,..., bedzie ciggiem przestrzeni topolo-
gicznych. Rodzina B iloczynow kartezjanskich Vi x ... x Vi, x X, 11 X X0 X ..,
gdzie V; € T;, jest bazqg pewnej topologii w iloczynie kartezjanskim X, x Xo X ...
Przestrzen (X1 x Xo x ..., T) z topologiqg T generowang przez baze B nazywamy
iloczynem kartezjariskim ciggu przestrzeni (X;, T;).

Przypomnijmy, zob. Przyktad (B), ze jesli (X,d) jest przestrzenia me-
tryczna, to metryka min(d, 1) generuje w X te sama topologie, co metryka d.

Twierdzenie 1.5.2. Jesli topologia T; w przestrzeni X; jest generowana przez
metryke d;, i = 1,2, ..., to topologia w iloczynie kartezjanskim (X1 x Xox ..., T)
tego ciggu przestrzeni jest generowana przez metryke d = 352, 2 " min(d;, 1).

Dowdéd. Pokazemy najpierw, ze 7 (d) C 7. Wystarczy sprawdzi¢, ze dla dowolnej
kuli B(a,r), a = (a1, az,...), istnieje element B bazy B opisanej w[L.5.1] taki, ze
a € B C B(a,r). Niech B;(a;, s) oznacza kule w (X;, d;) o sSrodku w a; i promieniu
s. Wybierzmy n takie, ze 27" < §. Wowczas, dla B = By(a, §) X ... X By(an, §) X
Xpy1 X ..., BC B(a,r).

Ustalmy teraz U € 7 ia = (a1, as,...) € U. Istnieja V; € 7;, 1 = 1,..., n, takie,
zea €Vix...xV,xX,11X...CU iniech By(a;,r;) C Vi, r; < 1. Wowcezas, dla
r=min{27; :i=1,...,n}, B(a,r) C Bi(ai,m1)X... X By(ap, )X Xps1X... C
U. To pokazuje, ze T C T (d).

Uwaga 1.5.3. Topologia w iloczynie kartezjanskim rozpatrywanym w jest
tez generowana przez metryke max{min(d;,27") : i = 1,2,...}, zob. (B),
nieco blizsza metryce okreslonej w ([1.4.2]

1.6. Twierdzenie Tietzego o przediluzaniu przeksztalcen. Méwigc o cig-
glosci przeksztalcenia f : X — R przestrzeni topologicznej (X,7) w prosta rze-
czywistg bez dodatkowych wyjasnien, bedziemy mieli na mysli cigglos¢ ze wzgledu
na topologie euklidesowa w R.

W przestrzeni metrycznej (X, d), z kazdym niepustym zbiorem A C X mozna
zwigzaé funkcje

(1)  da(x) =inf{d(z,2) : z € A},
mierzaca odlegtos¢ punktéw od tego zbioru. Sprawdzimy, ze

(2)  |da(z) — da(y)] < d(z,y).
Dla dowolnego z € A, da(y) < d(y,z) < d(y,x) + d(x, z). Stad, z (1), da(y) <
d(y,z) + da(z), czyli da(y) — da(z) < d(y,x). Wobec symetrii zatozen, takze
da(x) —da(y) < d(z,y), otrzymujemy wiec (2).

Witasnos¢ (2) zapewnia ciagto$é funkcji d4, zob. warunek (1) w 1.3.

Uwaga 1.6.1. Niech W bedzie zbiorem otwartym w przestrzeni metryzowalnej
(X, 7). Istnieje wowczas funkcja ciagta ¢ : X — [0, +00) taka, ze W = {z € X :
¢(x) > 0}. Istotnie, dla W # X przyjmijmy ¢ = dx\w, gdzie metryka d generuje
topologie 7.
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Twierdzenie 1.6.2 (o rozkladach jedynki). Niech (X,7T) bedzie przestrzeniq
metryzowalng i niech X = Wy U ... UW,,, gdzie W; sqg zbiorami otwartyma.
Istniejg wéwcezas funkcje ciggle N; © X — [0,1] takie, ze {x : \;(z) > 0} C W,
i=1,....,m, oraz ¥ Ni(z) =1, dlax € X.

Dowdd. Niech ¢; bedzie funkcja opisana w Uwadze dla W = W,;, 0 =
S i Zauwazmy, ze jesli @ € Wy, to wi(x) > 0, a wiec 0 > 0. Przyjmujac
Ai = 2 otrzymujemy funkcje z zgdanymi whasnosciami.

Twierdzenie Tietzego o przedtuzaniu (Wniosek wyprowadzimy z twier-
dzenia Hahna o wpisywaniu funkcji ciagltej miedzy pare funkcji potciaglych.

Funkcja f : X — R na przestrzeni topologicznej (X, 7) jest polciagta z gory
(z dotu), jesli zbiory {x : f(x) <r} ({x: f(x) > r}) sa otwarte.

Przyktad 1.6.3. Niech f : A — [a,b] bedzie funkcja ciagla na podprzestrzeni
(A, Ty) przestrzeni topologicznej (X,7), A = A i niech

_ ) f(z), jedliz € A, | f(x), jesliz € A,
ulw) = { a, jesliz & A, w(w) = b, jesliz ¢ A.

Wowcezas funkcja u jest polciagta z gory, a funkcja w jest potciagta z dohu.

Twierdzenie 1.6.4 (Hahn). Niech u,w : X — [a,b] bedg funkcjami na prze-
strzeni metryzowalnej (X, T) takimi, Ze

(1) u<w,

(i)  wu jest polciggla z gory, w jest pélciggla z dotu.
Istnieje wowczas funkcja ciggla f: X — [a,b] taka, Ze u < f < w.

Dowéd. (A) Wykazemy najpierw stabsza teze, ze jesli u,w spetniaja warunki
(i) i (ii), to dla dowolnego £ > 0 istnieje funkcja ciagta g : X — [a,b] taka, ze
u—e< gl w+te.

W tym celu, dla ustalonego ¢ > 0, pokryjmy [a, b] przedziatami (a;,b;) o dtu-
gosciach < e, 1 =1,...,m. Z (ii), zbiory

3) Wi=A{z:ulz) <b}n{z:w(x)>a}
sa otwarte. Jesli [u(z), w(z)] N (a;i, b;) # 0, to x € Wi, a wiee X = Wi U...UW,,.
Niech Aq,... )\, bedzie rozktadem jedynki opisanym w [1.6.2] Funkcje ciagta g
okreslamy formuta

(4)  g(x) =32 aidi(z), gdzie ¢; = %

Jesli z € Wi, to z (3), u(x) —e < ¢ < w(z) + €, a poniewaz z (4), g(x) jest
kombinacjg wypukta punktéw c¢;, ktéorym odpowiadaja zbiory W; zawierajace z,
takze u(z) —e < g(x) < w(x) +¢.

(B) Niech u,w spelniaja zalozenia twierdzenia. Korzystajac z (A) okreslimy
indukcyjnie funkcje polciagle z géry w; : X — [a,b], funkcje pélciagte z dotu
w; : X — [a,b], oraz funkcje ciagte g; : X — [a, ] takie, ze

(5) w=u<u <...<u;<...<w <w <wy=w,

(6) gi—1/i<u<w <g+1/i, i=12,. ..

Jesli u;_1,w;_1 sa juz okreslone, (A) zapewnia istnienie funkeji ciaglej g; : X —
[a, b] takiej, ze u; 1 —1/i < g; < w;_1+1/i. Przyjmijmy w; = max{g; — 1/i,u;_1},
w; = min{g; + 1/i,w; 1} 1 zauwazmy, ze u; < w;, bo ¢g; — 1/i < w;_1 oraz
i+ 1/i > u;q.
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Z (5) 1 (6) wynika, ze ciagi funkcji u;, w; zbiegaja punktowo do wspélnej granicy
f:X - [a b, przy czym, z (6), |f(z) — gi(x)] < 1/i, dlaxz € X, i =1,2,....
Z (5), u < f < w, a ciagtosé¢ funkeji f wynika z Uwagi m

Whniosek 1.6.5 (Twierdzenie Tietzego). Niech f : A — [a,b] bedzie funkcjg
ciggla okreslong na podprzestrzeni domknietej przestrzeni metryzowalnej (X, 7).
Istnieje wéwczas funkcja ciggla f: X — [a,b] taka, ze f(x) = f(z) dla x € A.

Dowéd. Przedtuzenie f do funkcji ciggltej na X otrzymujemy natychmiast z
twierdzenia wpisujac funkcje ciggla miedzy funkcje potciagglte opisane w
Przyktadzie [1.6.3]

Uwaga 1.6.6. Kazda funkcje ciagla f : A — R™ okreslong na podprzestrzeni
domknietej przestrzeni metryzowalnej (X, 7)) mozna przedtuzy¢ do funkcji ciagtej
f: X - R

Istotnie, z Uwagi [1.4.5) (B) wynika, ze wystarczy sprawdzi¢, ze kazda funkcje
ciggta f : A — R mozna przedtuzyé do funkcji ciggtej f : X — R. Sktadajac
f z homeomorfizmem arctg : R — (—n/2,7/2), mozemy rozpatrywaé funkcje
przyjmujacg wartosci w przedziale (—m/2, w/2). Wniosek [1.6.5] zapewnia istnienie
funkgji ciaglych g : X — [—7/2,7/2], oraz h : X — [0, 1] takich, ze g(x) = f(z),
dla z € A, oraz h przyjmuje warto$¢ 1 na A i 0 na g~ '({—m/2,7/2}). Wowczas
iloczyn f = g-h jest ciggltym przedtuzeniem f przyjmujacym wartoéci w przedziale
(—m/2,m/2).

W Zadaniu podajemy formule opisujaca operacje przedtuzania funkcji
pochodzaca z ksigzki J. Dieudonné, Foundations of Modern Analysis, Twierdzenie
4.5.1. Formuta odwohuje si¢ do metryki w przestrzeni X, podczas gdy podany
przez nas dowod przenosi si¢ na ogdlniejsze klasy przestrzeni, w ktorych spetniona

jest teza Twierdzenia [1.6.2]

1.7. Osrodkowos¢. Przestrzenie metryzowalne, ktorych topologia ma przeliczal-
ng baze, stanowia niezwykle wazna klas¢ przestrzeni. Dla przestrzeni metryzo-
walnych, istnienie bazy przeliczalnej jest réwnowazne wtasnosci, ktora opiszemy
ponizej.

Definicja 1.7.1. (A) Zbiér A w przestrzeni topologicznej (X, T) jest gesty, jesli
A=X.

(B) Przestrzeni topologiczna (X,T) jest osrodkowa, jesli zawiera przeliczalny
podzbior gesty.

Przestrzenie euklidesowe sg osrodkowe, bo zbiér punktéow w R™ o wszystkich
wspOlrzednych wymiernych jest przeliczalny i gesty w (R", d.). Podobnie uzasad-
nia sie oSrodkowos¢ przestrzeni opisanych w [L.1.7] (B). Przestrzen okreslona w
1.1.7/ (A) nie jest osrodkowa: dla kazdego A C R w tej przestrzeni metrycznej,
Ac Au{0}.

Jesli topologia 7 w X ma przeliczalng baze B, to wybierajac z kazdego niepu-
stego zbioru B € B punkt ag, otrzymamy przeliczalny gesty podzbiér X . Istnienie
przeliczalnej bazy implikuje wiec osrodkowosé. Dla przestrzeni metryzowalnych
prawdziwa jest implikacja odwrotna.
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Twierdzenie 1.7.2. Topologia metryzowalnej przestrzeni osrodkowej ma przeli-
czalng baze.

Dowéd. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna i niech A bedzie przeliczal-
nym zbiorem gestym w (X, 7 (d)). Wowcezas baza topologii 7 (d) opisana w Przy-
ktadzie jest przeliczalna.

Whniosek 1.7.3. Wiszystkie podprzestrzenie przestrzeni euklidesowych sq osrod-
kowe.

Dowéd. Jesli X C R”, 7x jest topologia X generowana przez metryke eu-
klidesowa d., na X, a B jest przeliczalng baza topologii euklidesowej R™, to
{BN X : B € B} jest przeliczalng baza Tx, zob.|1.1.8]

Przestrzen opisana w Przyktadzie jest osrodkowa, ale, jak wynika z rozu-
mowania podanego w [1.2.2] topologia tej przestrzeni nie ma bazy przeliczalnej.

Przyktad 1.7.4. Niech (Cy(X), dsp) bedzie przestrzenig ograniczonych funkcji
ciagltych f: X — R na przestrzeni topologicznej (X, 7) z metryka
dsnp(f,9) = sup{|f(z) — g(2)] : © € X}

(A) Przestrzen (Cy([0, 1]), dsup) jest osrodkowa, bo zgodnie z twierdzeniem We-
ierstrassa o aproksymacji, zbiér wielomianéw o wspoétczynnikach wymiernych
(rozpatrywanych jako funkcje na [0, 1]) jest gesty w tej przestrzeni.

(B) Przestrzen (Cy(R), dsyp) nie jest oérodkowa. Dla uzasadnienia, rozpatrzmy
rodzine & wszystkich niepustych podzbioréw liczb naturalnych N i z kazdym
S € S zwiazmy funkcje fs € Cy(R) okreslong formuta fg(x) = min{ds(z), 1},
gdzie dg(z) = inf{|z — 2] : z € S}, zob. (1) w[L.6] Jeslin € S\ T, S,T € S, to
fS(n) = 07 fT(n> = 17 a WlQC dsup(fS7fT) =1

Niech A C Cy(R) bedzie zbiorem gestym. Dla kazdego S € S istnieje gs € A
takie, ze dsup(fs,gs) < 1/2. Wowczas, dla S # T, S,T € S, gs # gr, a wiec zbidr
A jest nieprzeliczalny, bo S jest zbiorem nieprzeliczalnym.

2. ZWARTOSC

2.1. Przestrzenie zwarte. Wprowadzajac pojecie zwartosci, wskazemy najpierw
w Twierdzeniu [2.1.4] trzy wlasnodci, ktére sa réwnowazne w klasie przestrzeni
metryzowalnych, a nastepnie pierwsza z nich przyjmiemy jako definicje zwartosci
w klasie przestrzeni Hausdorffa, zob. [[.2.11] Dwie pozostale wlasnoéci opisane
w tym twierdzeniu sa bardzo uzyteczne dla przestrzeni metryzowalnych, ale poza
ta klasa przestrzeni okazuja sie istotnie rézne (zob. Zadanie (A), (C)) i sa
mniej przydatne niz wyrézniona przez nas wtasnosé pokryciowa.

Definicja 2.1.1. Niech (X,7T) bedzie przestrzenig topologiczng.

(A) Rodzina zbioréw U jest otwartym pokryciem zbioru A C X, jeslid C T i
AcUlU.

(B) Punkt a € X jest punktem skupienia ciggu (a,)s>, w X, jesli kazde oto-
czenie a zawiera wyrazy a, dla nieskonczenie wielu indeksow n.
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Uwaga 2.1.2. W przestrzeni metryzowalnej (X, 7), punkt a jest punktem sku-
pienia ciagu (a,); wtedy i tylko wtedy, gdy pewien podciag tego ciagu jest
zbiezny do a, tzn. istnieje scisle rosngca funkcja ¢ : N — N taka, ze ay@m) — a.

Istotnie, jesli a jest punktem skupienia ciagu (a,)2%; i metryka d generuje
topologie 7, mozemy wybraé indeksy (1) < ¢(2) < ... takie, ze d(a, ay@m)) < %
Wowczas agym) — a.

Lemat 2.1.3. Niech A bedzie podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d), U otwar-
tym (w topologii T (d)) pokryciem A i zalézmy, ze z kazdego ciggu (a,)22, punktéw
w A mozna wybraé podcigg zbieiny do pewnego a € A. Wowczas istnieje liczba
d > 0 taka, ze dla kazdego a € A, kula B(a,d) lezy w pewnym elemencie U.

Dowéd. Przypuscmy, ze taka liczba ¢ > 0 nie istnieje. Wowcezas dla kazdego
n > 1 istnieje a, € A takie, ze B(an,1/n) nie lezy w zadnym elemencie U.
Pokazemy, ze zaden punkt a € A nie jest granica podciagu ciagu (a,)52 ;.
Ustalmy a € A, U € U zawierajace a i r > 0 takie, ze B(a,r) C U. Jedli
a, € B(a,r/2), to B(a,,r/2) C U i z definicji a, mamy 1/n > r/2. Zatem
a, & B(a,r/2) dlan > 2/r, wiec zaden podciag (a,); nie jest zbiezny do a.

Liczbe 6 > 0 opisang w lemacie nazywa sie liczbg Lebesgue’a pokrycia U zbioru
A C X. W dowodzie Twierdzenia bedziemy korzystali z istnienia liczby
Lebesgue’a dla pokrycia calej przestrzeni X.

Twierdzenie 2.1.4. Dla przestrzeni metryzowalnej (X, T) nastepujgce warunki
sq rownowazne:

(i) z kazdego otwartego pokrycia przestrzeni X mozna wybraé pokrycie skoni-
czone,

(ii) z kazdego ciggu punktow w X mozna wybraé podcigg zbiezny w tej prze-
strzens,

(111) kazdy zstepujgcy cigg niepustych zbioréw domknietych w X ma niepuste
przeciecie.

Dowdd. (ii) = (i) Niech U bedzie otwartym pokryciem przestrzeni X. Ustalmy
w X metryke d generujaca topologie w X i niech § > 0 bedzie liczba Lebesgue’a
pokrycia U, zob. 2.1.3] Dazac do sprzecznosci, zalézmy, ze przestrzeni X nie
mozna pokry¢ skonczenie wieloma elementami U.

Kazda kula B(z,0) lezy w pewnym elemencie U, wiec zgodnie z zalozeniem o
U, przestrzen X nie jest suma skonczenie wielu takich kul. Mozemy zatem wybrac
w X ciag punktéw (a,)2, taki, ze dlan = 2,3,..., a, € Upmen B(am,0). Niech
a € X bedzie dowolnym punktem. Poniewaz dla m < n mamy d(a,,,a,) > 0,
kula B(a,/2) zawiera co najwyzej jeden wyraz ciggu (a,)22 ;. Punkt a nie moze
wiec by¢ granicg zadnego podciggu tego ciggu.

(i) = (iii) Niech F; D F; D ... beda domknietymi, niepustymi zbiorami w
przestrzeni (X, 7). Zalézmy przeciwnie, ze (; F; = (). Wowczas rodzina zbioréw
otwartych U = {X \ F; : i =1,2,...} pokrywa X, bo UU = X \ N; Fi. Z (i), dla
pewnego n mamy X = (X \ F1)U...U (X \ F,) = X \ F,, a wiec otrzymujemy
sprzecznosé.

(ii) = (ii) Niech (a,)32, bedzie ciagiem punktéw w przestrzeni X i niech
F; = {a, :n > i}. Poniewaz Iy D F, D ..., warunek (iii) zapewnia istnienie
a € NZ, F,. Kazde otoczenie punktu a przecina kazdy zbior {a, : n > i}, co
oznacza, ze a jest punktem skupienia ciagu (a,)S2 , a wiec, zgodnie z, pewien
podciag tego ciggu zbiega do a.
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Definicja 2.1.5. Przestrzen metryzowalna jest zwarta, jesli spetnia ktorykolwiek
z rownowaznych warunkow w Twierdzeniu [2.1.4).

Uwaga 2.1.6. Jedli (X, d) jest przestrzenia metryczna, A C X i A jest zwarty
w topologii generowanej przez metryke d na A, to zgodnie z Lematem [2.1.3] dla
dowolnego pokrycia otwartego zbioru A w X istnieje liczba Lebesgue’a.

Przyktad 2.1.7. Domkniety odcinek [a, b] na prostej euklidesowej jest zwarty.

Istotnie, jesli (a,)32; jest ciagiem punktéw z [a,b], to ¢ = sup{r € [a,b] : [r,b]
zawiera nieskoriczenie wiele wyrazéw a,} jest punktem skupienia tego ciagu, a
wiec jest granica pewnego podciagu tego ciagu, zob. 2.1.2]

Uwaga 2.1.8. Iloczyn kartezjanski skoniczenie wielu zwartych przestrzeni metry-
zowalnych (X;, 7 (d;)), i =1,...,m, jest przestrzenia zwarta.

Jest to szczegdlny przypadek twierdzenia, ktore udowodnimy w 2.4, warto
jednak poda¢ takze jego bezposrednie uzasadnienie. Odwotujac si¢ do indukcji,
mozna ograniczy¢ sie do iloczynu kartezjanskiego dwoch przestrzeni X; x Xo.
Niech a, = (Zn,yn) € X1 X Xo, n = 1,2,.... Korzystajac z wlasnosci (ii) w
Twierdzeniu mozna okresli¢ funkcje rosngca ¢ : N — N taka, ze x,,) — o,
a nastepnie, dla podciggu (ypm))se,, funkcje rosnaca ¢ : N — ¢(N) taka, ze
Yu(n) — Yo WOWCZAS dy(n) — (To, Yo)-

Definicja 2.1.9. Przestrzen topologiczna (X, T) jest zwarta, jesli jest przestrze-
niq Hausdorffa i z kazdego otwartego pokrycia tej przestrzeni mozna wybrac po-
krycie skonczone.

Przyktad 2.1.10. Kwadrat leksykograficzny okreslony w[1.2.8| jest przestrzenia
zwarta, ktéra nie jest metryzowalna, zob. Uzupelienie [7.2]

Przestrzen z Przyktadu [1.2.12] ma wprawdzie wlasnos$é pokryciowa wymagana
w [2.1.9] nie jest jednak Hausdorffa, a wiec nie jest zwarta.

Na zakonczenie tej czesci, rozpatrzymy zwartos¢ podprzestrzeni przestrzeni
Hausdorffa. Zauwazmy, ze kazda podprzestrzen przestrzeni Hausdorffa jest prze-
strzenig Hausdorffa — wynika to natychmiast z okreslenia topologii podprzestrzeni

11.2.9

Definicja 2.1.11. Zbiér K w przestrzeni Hausdorffa (X,T) jest zwarty, jesli
podprzestrzen (K, Tx) jest zwarta.

Z definicji topologii indukowanej na podzbiorze wynika, ze zwarto$¢ podprze-
strzeni (K, 7k ) przestrzeni Hausdorffa (X, 7) oznacza, ze jesli U jest otwartym
pokryciem zbioru K, to dla pewnej rodziny skonczonej W Cc U, K C UW.

Uwaga 2.1.12. Zauwazmy tez, ze jesli (X, 7) jest przestrzenig zwarta i K jest
zbiorem domknietym w tej przestrzeni, to K jest zbiorem zwartym.

Istotnie, jesli K C UU iU C T, to U U {X \ K} jest otwartym pokryciem
przestrzeni X, istnieje wiec rodzina skoniczona V C U U{X \ K} pokrywajaca X
iW =V NU jest skonczonym pokryciem zbioru K.
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Twierdzenie 2.1.13. Zbior zwarty w przestrzenit Hausdorffa jest domkniety.

Dowdéd. Niech K bedzie zbiorem zwartym w przestrzeni Hausdorffa (X,7) i
niech a ¢ K. Dla kazdego x € K wybierzmy pare roztacznych zbioréw otwartych
V(z),W(x) € T takich, ze a € V(z) iz € W(x). Ze zwartosci K, mozna wybra¢
x1,...,x, € K tak, aby K C W(zy)U...UW(x,) = W. Wowczas V = V(z1) N
...NV(xy,) jest otoczeniem a roztacznym z W, a wiec i z K. Zatem a ¢ K, co
pokazuje, ze K = K.

Dla przestrzeni metryzowalnej (X, 7 (d)), mozna to twierdzenie uzasadnié¢ nieco
prosciej, odwotujac sie do warunku (iii) w : jesli K jest zwarty i a € K, to
dla ciagu F,, = B(a,1/n) N K niepustych zbior6w domknietych w przestrzeni
(K, T (d)g) mamy N, F,, #0102, F, C {a}, zatem a € K.

Bedziemy mowié, ze zbiér w przestrzeni metrycznej jest ograniczony, jesli lezy
w pewnej kuli w tej przestrzeni.

Whniosek 2.1.14. Podzbior przestrzeni euklidesowej (R™, d,) jest zwarty wtedy i
tylko wtedy, gdy jest domkniety 1 ograniczony.

Dowéd. Niech A bedzie zbiorem zwartym w (R™, d.). Domknietos¢ A wynika z
2.1.13 Dla dowodu ograniczonosci zauwazmy, ze rodzina kul B(0, 1), B(0,2), ...
pokrywa A i wybierajac z tego pokrycia pokrycie skoficzone, mamy A C B(0,n)
dla pewnego n.
Na odwrét, kazdy zbiér ograniczony A w (R™, d,) lezy w pewnej kostce [aq, by X
. X [an, by, ktora jest zwarta, na mocy Uwagi . Jesli A = A, wynika stad

zwartos¢ A, zob. Uwaga [2.1.12]

2.2. Przeksztalcenia ciggle przestrzeni zwartych.

Twierdzenie 2.2.1. Przeksztalcenie ciggle f : X — Y przestrzeni Hausdorffa
(X,7x) w przestrzen Hausdorffa (Y,Ty) przeprowadza zbiory zwarte w X na
zbiory zwarte w'Y .

Dowdéd. Niech K bedzie zbiorem zwartym w przestrzeni (X, Tx) i niech U C Ty
bedzie otwartym pokryciem jego obrazu f(K). Rodzina {f~'(U): U e U} C Tx
pokrywa K, a wigc ze zwartosci, K C f~Y(U;)U...U f~Y(U,,), dla pewnych
Ui € U. Wowezas f(K) C Uy U...UU,.

Whniosek 2.2.2 (Twierdzenie Weierstrassa). Niech f : X — R bedzie funkcjg
ciggla na przestrzeni Hausdorffa (X,T). Dla kazdego zbioru zwartego K C X
istniejg punkty a,b € K takie, Ze f(a) =sup f(K), f(b) = inf f(K).

Dowdd. Zgodnie z [2.2.1], zbiér f(K) jest zwarty, a wiec jest domkniety i ograni-
czony na prostej euklidesowej, zob. [2.1.14] Zatem sup f(K) i inf f(K) sa elemen-
tami f(K), co oznacza istnienie punktéw a i b opisanych we Wniosku.

Jak zauwazylismy w m (B), ciagta bijekcja nie musi by¢ homeomorfizmem.
Dodatkowe zatozenie zwartosci zmienia jednak sytuacje.
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Whiosek 2.2.3. Ciggle i réznowartosciowe przeksztalcenie przestrzeni zwartej
na przestrzen Hausdorffa jest homeomorfizmem.

Dowdéd. Niech f: X — Y bedzie ciagta bijekcja, gdzie (X, Tx) jest przestrzenia
zwarta, a (Y, 7y) jest przestrzenia Hausdorffa. Mamy wykazaé, ze przeksztaltcenie
odwrotne f~1: Y — X jest ciggle, to znaczy, jedli F' C X jest zbiorem domknie-
tym, to (f~1)"Y(F) = f(F) jest zbiorem domkni¢etym w Y. Z domknietosci F' w
przestrzeni zwartej X wynika zwarto$¢ F', zatem f(F') jest zbiorem zwartym w
przestrzeni Hausdorffa Y, a wiec domknietym w Y, zob. 2.1.13

Zakonczymy te czes¢ twierdzeniem dotyczacym przestrzeni metrycznych. Do
tego kregu zagadnien wrocimy jeszcze w czesci |3.4)

Jesli (X, d) jest przestrzenia metryczna, méwiac o zwartosci w tej przestrzeni
bedziemy mieli na my$li topologie 7 (d) generowana przez metryke d.

Twierdzenie 2.2.4. Kazde przeksztalcenie ciggle f : X — Y zwartej przestrzeni
metrycznej (X, dx) w przestrzen metryczng (Y, dy) jest jednostagnie ciggle, tzn.

Ves0 J550 Vapex dx(a,b) <6 = dy(f(a), f(D)) <e.

Dowéd. Kule w przestrzeniach (X, dx) i (Y, dy) oznaczaé bedziemy odpowiednio
symbolami By (z,r) i By (y, 7).
Ustalmy £ > 0 i niech § > 0 bedzie liczbg Lebesgue’a dla pokrycia
U={f"(By(y.c/2) :yeY}CT(d)

przestrzeni zwartej X, zob. [2.1.6| Kazda kula Bx(a,d) jest zawarta w pewnym
elemencie U, a wiec jej obraz lezy w pewnej kuli By (y,e/2). Wynika stad, ze jesli
dx(a,b) <, to dy(f(a), f(b) <2-e/2=c¢.

2.3. Zbiér Cantora. Rodzina D = ;2 D,, przedzialéw domknietych na proste;
euklidesowej R jest systemem diadycznym, jesli:

(1) D, sktada sie z 2" parami roztacznych przedziatéw domknietych,
(2) kazdy przedziat z D,, zawiera doktadnie dwa przedzialy z D, 1,
(3) maksimum dtugosci przedzialéow z D,, dazy do zera.
Zbiorem Cantora wyznaczonym przez system diadyczny D nazywamy zbior
(4) C=N,C,, gdzie C, =UD,.
Poniewaz C), jest suma skonczenie wielu przedziatéw domknietych, C' jest zbiorem
domknietym i ograniczonym, a wiec zbiér Cantora jest zwarty. Zauwazmy, ze

(5) IntC' =0,
bo dla dowolnego nietrywialnego przedziatu otwartego (a,b), na mocy (3) mozna
wskazaé n takie, ze przedzialy z D,, maja dlugosé < b — a i woéwczas (a,b) \ C' D

(a,b) \ C,, # 0.

Pokazemy, ze

(6) zbiér Cantora jest homeomorficzny z {0, 1}V,
gdzie {0, 1} jest przestrzenia ciggéw zero - jedynkowych z metryka okreslong
formutg

(7) d(S,t) = Z;.il 27l|tZ — 87;|, t= (tl,tg, .. .), S = (81,82, .. ) S {O, 1}N



MIMUW 2. Zwartosé 19

W tym celu ustalmy, indukcyjnie ze wzgledu na dlugos$é ciagéow, wzajemnie
jednoznaczna odpowiednio$é (ti,...,t,) — C(ty,...,t,) miedzy skonczonymi
ciggami zero - jedynkowymi i przedziatami z systemu diadycznego D tak, ze
C(ty,...,tp) € Dy i Clty, ..., 1,,0), C(ty,..., 1y, 1) sa roztacznymi przedziatami
7 Dy41 zawartymi w C(t1,...,t,), zob. (2).

Z (1), (2) i (4) wynika, ze z kazdym punktem x € C mozna zwiazaé¢ jedno-
znacznie ciag (t1,tq,...) € {0, 1} taki, ze

(8) x € C(tl)ﬂC(tl,tQ)ﬂC<t1,t2,t3)ﬂ...

i niech

(9)  f(x) =t, gdzie t = (t1,1a,...) spelnia (8).

Funkcja f : C' — {0, 1} jest réznowartosciowa, bo jesli z,y € C sa rézne, to
zgodnie z (3), dla dostatecznie duzego n, naleza do réznych przedziatléw z D,,, a
wiec ciagi f(x) i f(y) réznia sie na pierwszych n miejscach.

Poniewaz dla dowolnego ciagu (t1,tz,...) € {0,1}, C(t;) D C(ty,t2) D ...,
istnieje punkt = € C spekniajacy (8), a wige f(C) = {0, 1}

Zgodnie z , dla uzasadnienia (6) wystarczy sprawdzi¢ ciagtosé f.

Ustalmy dowolne a € C, ¢ > 0, niech 27" < ¢ i niech V' bedzie dopelieniem
sumy przedziatéw z D,,, nie zawierajacych a. Wowcezas, dla odcinka C'(t4, ... ,t,)
z D,, zawierajacego a, mamy V N C = C(ty,...,t,) N C, zob. (4). Jesli wiec z €
VNG, toz (8)1(9) wynika, ze ciagi f(a) i f(x) maja na pierwszych n miejscach
wspolrzedne by, ..., t,, a zatem z (7), d(f(a), f(z)) < 2,127 <2 <e. To
pokazuje ciagtosé przeksztatcenia f i koficzy uzasadnienie (6).

Z (6) wynika, ze kazde dwa zbiory Cantora wyznaczone przez systemy dia-
dyczne sa homeomorficzne. Zauwazmy takze, ze jesli zbior Cantora jest wy-
znaczony przez system diadyczny D = UpZ, Dy, oraz J € Dy, to J N C jest
zbiorem Cantora wyznaczonym przez system diadyczny & = Up._; &y, gdzie
Em={JNK:K €D,,}, awiec zbiér J N C jest homeomorficzny z C'.

Klasycznym przyktadem zbioru Cantora jest zbior liczb z odcinka [0, 1], ktore
w rozwinieciu trojkowym nie maja wspotczynnika 1,

(10) C={x2 & : t;e{0,2}dlai=1,2,..}.

Zbiér C' jest wyznaczony przez system diadyczny D = U;2, D,,, gdzie Dy =
{[0,1]}, a przedzialy z D,y otrzymuje sie dzielac kazdy przedzial z D,, na trzy
rowne czesci i pomijajac sSrodkowy przedziat z tego podziatu.

2.4. TIloczyn skonczony przestrzeni zwartych. Wazng role w matematyce
odgrywa twierdzenie, ze iloczyn przestrzeni zwartych jest zwarty. W tej czesci
podamy dowdd tego faktu dla iloczynéw skonczonych. Nieco bardziej ztozone
rozumowanie dotyczace iloczynéw przeliczalnych zamieszczamy w czesci 2.5 a
w petnej ogolnosci, twierdzenie o iloczynach przestrzeni zwartych omowione jest

w Uzupeknieniach [7.3.4]

Uwaga 2.4.1. lloczyn kartezjanski (X x Y, 7)) przestrzeni Hausdorffa (X, 7x)
i (Y,7y) jest przestrzenia Hausdorffa. Istotnie, niech a = (ay,as), b = (b1, b)) €
X XY beda réznymi punktami. Jesli a; # by, wybierzmy zbiory roztaczne U, W €
Tx takie, ze a; € U, by € W. Wowczas U x Y, W x Y sa roztacznymi zbiorami
otwartymi w iloczynie kartezjanskim, a € U XY, b € W xY . Podobnie wybieramy
roztgczne zbiory otwarte zawierajace a i b, jesli by # bs.
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Twierdzenie 2.4.2. lloczyn kartezjanski skonczenie wielu przestrzeni zwartych
jest przestrzeniq zwartq.

Dowdéd. Powolujac sie na indukcje, wystarczy wykazaé¢ to twierdzenie dla ilo-
czynu dwoch przestrzeni. Niech (X x Y, 7) bedzie iloczynem kartezjanskim prze-
strzeni zwartych (X, Tx) i (Y, 7y ). Zgodnie z [2.4.1] iloczyn (X x Y, T) jest prze-
strzenig Hausdorffa.

Niech U C 7T bedzie otwartym pokryciem iloczynu X x Y i niech

(13) V={V € Tx : V x Y mozna pokry¢ skoriczenie wieloma elementami U }.

Pokazemy, ze

(14) X =UV.
Ustalmy x € X. Dla kazdego y € Y wybierzmy U(y) € U takie, ze (x,y) € Ul(y),
a nastepnie V(y) € Tx 1 W(y) € Ty, dla ktérych (z,y) € V(y) x W(y) C U(y).
Ze zwartosci YV, Y C W(y) U... U W (yy), dla pewnych y; € Y. Dla V =
Viy)N...0NV(yy) mamy V xY C U(y;)U...UU(yn), a zatem V € V, zob.
(13). Tak wiec x € V-.C UV, skad wobec dowolnosci = wynika (14).

Poniewaz V jest otwartym pokryciem przestrzeni zwartej X, przestrzen X

mozna pokry¢ skorficzenie wieloma elementami z V), a zatem zgodnie z (13), X x Y
mozna pokry¢ skonczenie wieloma elementami z U.

2.5. Iloczyn przeliczalny przestrzeni zwartych.

Twierdzenie 2.5.1. lloczyn kartezjariski (X1 x Xo X ..., T) przestrzeni zwartych
(X, 7;), i =1,2,..., jest przestrzeniq zwartq.

Dowéd. Podobnie, jak w Uwadze [2.4.1] tatwo sprawdza sie, ze iloczyn przeliczal-
nie wielu przestrzeni Hausdorffa jest przestrzeniag Hausdorffa.

Zbiory postaci W =V} x ... x V,,, gdzie V; € 7;, nazywaé bedziemy otwartymi
n-kostkami.

Dazac do sprzeczno$ci zatézmy, ze istnieje otwarte pokrycie U iloczynu X; x

Xy X ..., z ktérego nie mozna wybraé¢ pokrycia skonczonego i wybierzmy induk-
cyjnie punkty a, € X,, n =1,2,... takie, ze
(%), dla kazdej otwartej n-kostki W' zawierajacej (ay, ..., a,), zbior

W x X411 X Xppo X ... nie jest pokryty skonczenie wieloma

elementami z U.
Gdyby dla pewnego n > 0 nie mozna byto wybra¢ kolejnego punktu a, 1, ozna-
czatoby to, ze dla kazdego x € X, istnieje otwarta n-kostka W, zawierajaca
(ay,...,a,), oraz zbiér V, € 7,1 zawierajacy x takie, ze iloczyn W, XV, X X, 12 X
... mozna pokry¢ skonczenie wieloma elementami z . Poniewaz przestrzen X, 1
jest zwarta, X, 41 = V,, U... UV, , dla pewnych z; € X, 1, otrzymalibysSmy
wiec otwarta n-kostke W = W,, N...NW,  zawierajaca (a,...,a,), dla ktorej
warunek (%), jest naruszony.

Rozpatrzmy teraz punkt a = (aj,aq,...) i niech U € U zawiera a. Istnieje

wowcezas otwarta n-kostka W taka, ze a € W x X, 11 X ... C U. W szczegdlnodci
(ay,...,a,) € W, co przeczy warunkowi (x),.
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3. ZUPELNOSC

Pojecie zupelosci odgrywa podstawowa role w analizie matematycznej. Jest
to, w odréznieniu od wiekszosci omawianych przez nas poje¢, wtasnosé¢ metryki,
a nie topologii przez nig generowanej.

Dwie bardzo wazne dla zastosowan konsekwencje zupetnosci to twierdzenie Ba-
nacha o punkcie staltym, wyrazone w terminach metryki, oraz twierdzenie Baire’a,
dotyczace topologii generowanych przez metryki zupetne.

Kazda metryka generujaca topologie przestrzeni zwartej jest zupeta. Z kolei
zupela i catkowicie ograniczona przestrzen jest zwarta. Waznym wnioskiem z
tego ostatniego faktu jest twierdzenie Ascoliego - Arzeli, opisujace zbiory zwarte
w przestrzeniach funkcji ciggtych.

3.1. Przestrzenie metryczne zupelne.

Definicja 3.1.1. Cigg punktow (x,)02, w przestrzeni metrycznej (X,d) nazy-
wamy ciggiem Cauchy’ego, jesli
(1) V€>03n0‘v’n,m>nod(xn,xm) < €.

Uwaga 3.1.2. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna.

(A) Kazdy ciag zbiezny w (X, d) jest ciagiem Cauchy’ego.

(B) Jesli ciag Cauchy’ego (z,)°; ma punkt skupienia zg, to x, — .

Istotnie, rozpatrzmy dowolng kule B(xg,r). Z warunku (1), istnieje ng takie,
ze d(Zn,rm) < §, dla n,m > ng, a poniewaz zy jest punktem skupienia ciagu
(2n)pe;, mozna wybra¢ indeks m > ng, dla ktérego d(zo,r,,) < 5. Zatem, dla
n > ng, T, € B(xg, 7).

Definicja 3.1.3. Przestrzen metryczna (X, d) jest zupelna, jesli kazdy cigg Cau-
chy’ego w tej przestrzeni jest zbiezny.

Twierdzenie 3.1.4. Przestrzenie euklidesowe (R™,d.) sq zupelne.

Dowdéd. Ciag Cauchy’ego w (R",d,) jest ograniczony, a poniewaz w przestrze-
niach euklidesowych domkni¢cia zbioréw ograniczonych sa zwarte, zob. Wniosek
2.1.14} ciagg ten ma punkt skupienia, a wiec jest zbiezny na mocy (B).

Nastepujaca obserwacja dotyczy podprzestrzeni przestrzeni zupetych.

Twierdzenie 3.1.5. Niech (X, dx) bedzie przestrzenig metryczng, Y C X i niech
dy bedzie obcieciem metryki dx do Y. Wowczas:
(i) jesli przestrzen (Y, dy) jest zupelna, to zbior'Y jest domkniety w (X, dx),
(ii) jesli przestrzen (X, dx) jest zupetna i 2bior'Y jest domkniety w (X, dx), to
przestrzen (Y, dy) jest zupetna.

Dowdd. (i) Niech yo € Y i niech y, — yo dla pewnego ciagu punktéow y, € Y,
zob. [1.2.16] Ciag (yn);2, jest ciagiem Cauchy’ego w (X,dy), a wiec i w (Y, dy),
zatem z zupelnosci (Y, dy) istnieje punkt y € Y taki, ze dy (y,,y) — 0. Wowczas
Y = 1Yo, a Wiec yp € Y.

(ii) Niech (y,)5, bedzie ciagiem Cauchy’ego w (Y, dy). Metryka dx pokrywa
sie z dy na Y, wiec jest to tez ciag Cauchy’ego w (X, dx) i z zupelnosci, v, — y
dla pewnego y € X. Poniewaz y € Y =Y, ciag (y,)S>, jest zbiezny w przestrzeni
(Y, dy).



22 3. Zupelnosé MIMUW

Przyktad 3.1.6. WprowadZmy przestrzeni Hilberta (lo,d), odgrywajaca wazna
rol@ w matematyce Punktami [y sg ciagi a = (aq, as, . ..) sumowalne z kwadratem,

2, a? < 4o00. Odlegtos¢ miedzy punktami a = (a1, asg,...), b = (b1, by,...) € ly
okresla sie formuta

(2) dn(a,b) = /272 (@i — b:)?,
przy czym wtasnosé (a; — by, as — be,...) € ly, zapewniajaca okreslonosé formuly
(2), wynika z nieréwnosci trojkata dla metryk euklidesowych: P (a; —b)? <

VI a2+ S 2, dlan = 1,2,...., zob. [1.1.2] 5).

Przestrzen euklidesowa (R™,d.) bedziemy utozsamia¢ z domknieta podprze-
strzenia przestrzeni Hilberta (g, dy,), ztozona z ciagéw (aq, . .., a,,0,0,...). Niech

(3) P, :ly = R" P,(ay,as,...)=(a1,...,a,,0,0,...)
bedzie rzutem. Zauwazmy, ze dla a,b € [,

(4) du(a, Pu(a)) — 0,

(5) dn(Pa(a), Pa(b)) < dn(a, b).
Z (4) wynika, ze zbiér R>® = [J22; R" jest gesty w przestrzeni Hilberta. Przeli-
czalny zbior Q> ztozony z punktéw w R* o wszystkich wspoirzednych wymier-
nych tez jest gesty w Iy, bo R® C Q> . W szczegdlnosci, przestrzen (ly, dy) jest
o$rodkowa.

Twierdzenie 3.1.7. Przestrzen Hilberta (la,dy) jest zupelna.

Dowéd. Niech (x;)22, bedzie ciagiem Cauchy’ego w (I3, dy). Poniewaz ciag Cau-
chy’ego jest ograniczony, istnieje r > 0 takie, ze

(6) dp(z;,0) <7, i=1,2,...,
gdzie 0 = (0,0,...). Dla ustalonego n, z (5) wynika, ze ciag rzutéw (P, (z;))2,
jest ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni euklidesowej R", a zatem z|3.1.4}

(7) P.(z;) — y, dla pewnego y, € R", n=1,2,...
Poniewaz dp,(yn, 0) < dp(Yn, Po(x;)) + dn(Pn(z;),0), z (5) i (6), oraz (7) wynika,
ze

(8) dn(yn,0) <7, n=1,2...
Dla n > m, pierwsze m wspotrzednych punktéw y, i v, pokrywa sie, bo zgodnie z
(7), Pn(Po(x;)) — P(yn), oraz P, (Pu(x;)) = Pu(x:) — Ym, a WieC Ym = Pp(yn).
Poniewaz, z (8), suma kwadratéw wspotrzednych vy, jest ograniczona przez r?
wynika stad, ze ciag y1, ¥, . . . wyznacza punkt y € Iy taki, ze

9) Po(y) =yn, n=1,2,...
Pokazemy, ze

(10) z; — y.
Ustalmy ¢ > 0 i wybierzmy n, takie, ze

(11) dp(wi, z5) <e, dlai,j>n
Ustalmy ¢ > ng. Dla dowolnego n, oraz j > ng, mamy wowczas z (5), (9) i (11),
d(Po(:i), Pu(y)) < dn(Po(i), Po(25)) 4 da(Pa(z;), Pa(y)) < € + dn(Pa(z;), yn).
Ustalajac n i przechodzac z j do nieskonczono$ci, dostajemy z Warunku (7),
dn(Pu(x;), Po(y)) < e, a nastepnie przechodzac do nieskoniczonosci z n, wno-
simy z (4), ze dy(z;,y) < &, dla i > ng, zob. [1.4.4] To dowodzi (10) i konczy
uzasadnienie twierdzenia.
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Przyktad 3.1.8. Dla przestrzeni topologicznej (X, 7) i przestrzeni metrycznej
(Y, d), symbolem Cy(X,Y") oznaczaé bedziemy zbiér funkeji ciagtych f : X —
Y ograniczonych, tzn. takich, ze f(X) lezy w pewnej kuli w (Y,d). Metryke
supremum w Cy(X,Y") okresla sie formuta, zob. [1.7.4]

(12) deup(f, 9) = sup{d(f(x), g(x)) - v € X}

Twierdzenie 3.1.9. Jesli przestrzeri metryczna (Y, d) jest zupelna, to dla do-
wolnej przestrzeni topologicznej (X, T ), przestrzen funkcyjna (Cy(X,Y), dsyp) jest
zupetna.

Dowdéd. Niech (f,,)re bedzie ciagiem Cauchy’ego w przestrzeni (Cy(X,Y), dsyp)-
Zgodnie z (12), dla ustalonego = € X, ciag (f.()), jest zbiezny w przestrzeni
zupetnej (Y, d) do pewnego punktu f(x),

(13) ful2) — f(2), € X.

Pokazemy, ze

(14) f € Co(X,Y), oraz dgup(fn, f) — 0.

Ustalmy ¢ > 0. Poniewaz (f,,)5°, jest ciagiem Cauchy’ego, z (12) wynika ist-
nienie ng takiego, ze

(15) d(fn(x), fm(x)) <e, dlan,m > ng, x € X.

Przy ustalonym n, przechodzac z m do nieskonczonosci, dostajemy z (15) i (13)

(zob. takze [1.4.4)
(16) d(fn(z), f(z)) <e, dlan>ng, z € X.

Funkcja f,, jest ograniczona, z (16) wynika wigc ograniczonosé f, a ponadto (16),
wobec dowolnosci €, zapewnia, ze v, = sup{d(f.(x), f(z)) : € X} — 0. Zgodnie

z Uwagg f jest przeksztalceniem ciaglym, a poniewaz 7, = dsup(fn, f),
uzasadniliémy (14), konczac dowdd twierdzenia.

Uwaga 3.1.10. Jesli przestrzenie metryczne (X, d;), i = 1,2,...,n, sa zupelne,
to ich iloczyn kartezjanski (X; X ... x X,,,d) z metryka okreslong w tez jest
przestrzenig zupetna. Dla X; =Y, 1 = 1,2,...,n, jest to szczegdlny przypadek
twierdzenia [3.1.9] gdzie X = {1,2,...,n} jest przestrzenig dyskretng.

3.2. Twierdzenie Banacha o punkcie stalym. Przeksztalcenie T": X — X
przestrzeni metrycznej (X,d) w siebie jest zwezajace, jesli dla pewnej stalej
c€e0,1),

(1) d(T(x), T(y)) < cd(z,y). 2, € X.

Méwimy, ze x jest punktem stalym przeksztatcenia T, jesli T'(z) = .

Twierdzenie 3.2.1. Jesli T' : X — X jest przeksztalceniem zwezajacym zupet-
nej przestrzeni metrycznej (X, d) w siebie, to T ma dokladnie jeden punkt staly.
Ponadto, dla dowolnego a € X cigg iteracji T(a),T(T(a)),... zbiega do punktu
statego przeksztatcenia T .
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Dowdd. Niech T spelnia warunek (1) ze stata ¢ € [0,1) i wybierzmy a € X.
Niech

(2) ap = a, a, = T'(an-1), dlan > 1.

Sprawdzimy, ze dla n < m,

(3) d(an,am) < 2?511 d(aiaaz’Jrl) < ﬁd(amanﬂ)-
Pierwsza nieréwnos¢ w (3) jest konsekwencja nieréwnosci tréjkata. Aby uzasadni¢
druga, zauwazmy, ze z (1) i (2), d(ait1,aiv2) = d(T(a;), T(ai1)) < cd(ai, ait),
skad

(4) d(as, ais1) < t2(d(ai; air) = d(ais, aivo)).
Po zsumowaniu stronami nieréwnosci (4) dla i = n,...,m — 1, dostajemy (3).

Druga nieréwnos$¢ w (3) pokazuje, ze szereg > 7%, d(a;, a;11) jest zbiezny. Dla
zadanego € > 0, istnieje wige ng takie, ze 332, d(a;, a;41) < €, a zatem z pierwszej
nierownosci w (3), d(an, a,,) < € dla n,m > ny. Ciag (a,)5, jest wigc ciagiem
Cauchy’ego i z zupelosci (X, d), a, — p, dla pewnego p € X. Poniewaz warunek
(1) zapewnia ciaglo$é przeksztalcenia, T'(a,) — T(p). Zgodnie z (2), mamy tez
an, =T(a,—1) — T(p), skad p = T(p) jest punktem statym.

Jest to jedyny punkt staty, bo jesli T'(q) = q, toz (1), d(p,q) = d(T'(p), T(q)) <
cd(p, q), a wiec d(p,q) =0, bo ¢ < 1.

3.3. Twierdzenie Baire’a.

Definicja 3.3.1. Zbiér A w przestrzeni topologicznej (X, T) jest brzegowy, jesli
ma puste wnetrze.

Brzegowos¢ zbioru A w przestrzeni (X, 7) jest rOwnowazna warunkowi, ze jego
dopetnienie X \ A jest geste w X, zob. Definicja m Zauwazmy tez, ze gestosé
zbioru B w (X,7) jest réwnowazna warunkowi, ze B przecina kazdy niepusty
zbiér otwarty w X.

Twierdzenie 3.3.2. W przestrzeni metrycznej zupetnej (X, d), przeliczalna suma
domknietych zbiorow brzegowych jest zbiorem brzegowym.

Dowdd. Niech Fi, Fy, ... beda domknietymi zbiorami brzegowymi i niech U be-
dzie niepustym zbiorem otwartym w przestrzeni (X, d). Mamy pokazaé, ze

(D) U\U; Fi # 0.

Wybierzmy dowolny punkt ag € U i rg > 0 takie, ze

(2) B(ag,r0) C U.

Indukcyjnie okreslimy kule B(a;,r;), i =1,2,... tak, ze dlai=1,2,...,

(3) B(ai,ri) C B(ai,l,n,l), B(CLZ',’M) N E = (Z), T < %

Zatézmy, ze kula B(a;_1,7;_1) jest okreslona. Poniewaz F; ma puste wnetrze,
istnieje a; € B(a;_1,7;—1) \ Fi, a poniewaz F; jest zbiorem domknietym, dla pew-
nego s > 0, B(a;, s) C B(a;—1,7i-1) \ F;. Domkniecie kuli B(a;, 5) lezy w B(a;, s),
a wigc przyjmujac za r; mniejsza z liczb 3, %, zapewniamy (3). Z (3) wynika, ze
dla i < j, d(a;,a;) <r; < %, a zatem (a;)32; jest ciagiem Cauchy’ego. Zupelnosé
(X, d) zapewnia, ze a; — a, dla pewnego a € X. Dla kazdego i, prawie wszystkie
wyrazy tego ciagu leza w B(a;,1;), zatem a € B(a;,r;). Z (2) i (3) otrzymujemy
a € U\ U; Fi, co dowodzi (1).
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Uwaga 3.3.3. (A) Samo zalozenie, ze zbiory w Twierdzeniu sa brzegowe
nie wystarczy: prosta euklidesowa jest sumg dwoch zbioréw brzegowych — zbioru
liczb wymiernych i zbioru liczb niewymiernych.

(B) Nie mozna tez pomina¢ zatozenia zupetosci w Twierdzeniu 3.3.2, Rozpa-
trzmy przestrzen liczb wymiernych (Q, d.) z metryka euklidesowa d.(z,y) = |[z—y|
i ustawmy liczby wymierne w ciag q1, go, - . . Zbiory A; = {¢;} sa domkniete i brze-
gowe w (Q, d.), ale ich suma [J;2; A; = Q nie jest brzegowa w przestrzeni Q.

3.4. Zupelnosé + catkowita ograniczono$¢ = zwartosé. W tej czesci wyja-
Snimy zwiazki miedzy metrycznym pojeciem zupetnosci i topologicznym pojeciem
zwartosci. Uzyteczne bedzie przy tym okreslenie Srednicy zbioru A w przestrzeni
metrycznej (X, d),

(1) diamA = sup{d(z,y) : z,y € A}.
Ciagtosé metryki, zob. [[.4.4] zapewnia, ze domykajac zbiér nie powiekszamy jego
srednicy.

Twierdzenie 3.4.1 (Warunck Cantora). Przestrzen (X,d) jest zupelna wtedy
1 tylko wtedy, gdy speinia nastepujgcy warunek Cantora: kazdy zstepujgcy cigg
niepustych zbiorow domknietych o Srednicach dgzgcych do zera ma niepuste prze-
clecie.

Dowéd. Jedli F} D Fy, D ... sg zbiorami domknietymi w (X, d), diam#F,, — 0,
oraz a, € F,, to (a,)5, jest ciagiem Cauchy’ego. Zupemosé (X, d) zapewnia,
ze a, — a, dla pewnego a € X. Poniewaz a € F,, = F,, n = 1,2,..., mamy

;.10:1 Fn 7& @

Na odwrét, zatézmy, ze w przestrzeni (X, d) speliony jest warunek Cantora i
niech (a,)5; bedzie ciggiem Cauchy’ego. Zbiory domkniete F,, = {a,, : m > n}
tworza ciag zstepujacy, diamF,, — 0, a zatem istnieje a € N, F,,. Punkt a jest
punktem skupienia ciggu Cauchy’ego (a,)5%,, a wiec a, — a, zob. (B).

Uwaga 3.4.2. Poniewaz warunek Cantora jest stabszy niz réwnowazny zwar-
tosci warunek (iii) w Twierdzeniu , z wynika, ze dla kazdej metryki
d generujacej topologie przestrzeni zwartej (X, 7)), przestrzen metryczna (X, d)
jest zupelna. Innym uzasadnieniem tego faktu jest odwotanie sie do warunku (ii)

w14, oraz do 513 (B).

Przykltad 3.4.3. Charakteryzacja zwartosci zbiorow w przestrzeniach euklide-
sowych podana w nie przenosi sie na dowolne przestrzenie metryczne. Dla
ilustracji, rozpatrzmy w przestrzeni Hilberta (la, d) zbiér A = {a,, : n =1,2,...},
gdzie ciag a, = (0,...,0, %,O, ...) ma na n-tym miejscu wspélrzedna %, a
poza tym zera. Zbior A lezy w kuli o érodku w zerze i promieniu 1. Poniewaz
dp(an, am) =1, dla n # m, zbiér A jest domkniety, ale nie jest zwarty, bo z ciagu
(a,)2, nie mozna wybraé¢ podciagu zbieznego, zob. (ii).

Definicja 3.4.4. Zbior w przestrzeni metrycznej (X,d) jest calkowicie ograni-
czony, jesli dla kazdego € > 0 mozna go pokryé skonczenie wieloma zbiorami o
Srednicach < €.
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W przestrzeni euklidesowej (R",d,.) zbiory ograniczone sa catkowicie ograni-
czone (jednakze, jak wskazuje Przyklad , nie jest tak dla przestrzeni Hil-
berta). Domkniete i ograniczone podprzestrzenie przestrzeni euklidesowych sa
wiec zupelne i calkowicie ograniczone. Podang przez nas w charakteryza-
cje zbioréw zwartych w R™ mozna zatem wyprowadzi¢ z opisanej w tytule tej
czesci ogblnej wiasnosci, ktérag udowodnimy ponize;j.

Twierdzenie 3.4.5. Przestrzen metryczna (X, d) jest zwarta wtedy i tylko wtedy,
gdy jest zupeina i catkowicie ograniczona.

Dowdd. (A) Zalézmy, ze (X, d) jest przestrzenia zwartag. W zauwazyliSmy,
ze zwarto$¢ pociaga zupelnosé przestrzeni (X, d). Ponadto, z pokrycia otwartego
X kulami B(z, §) mozna wybraé¢ pokrycie skoficzone, a poniewaz diamB(z, 5) <
e, mamy tez catkowita ograniczono$¢ (X, d).

(B) Na odwrét, niech przestrzen metryczna (X, d) bedzie zupelna i catkowi-
cie ograniczona. Dazac do sprzecznosci, zalézmy, ze istnieje rodzina otwarta U w
przestrzeni (X, d) pokrywajaca X, z ktorej nie mozna wybra¢ pokrycia skonczo-
nego.

Indukcyjnie okreslimy zbiory Ay D A; D ... w X takie, ze diamA4,, < % dla
n =1,2,..., oraz zbioru A, nie mozna pokry¢ skonczenie wieloma elementami z
Uu.

Przyjmijmy Ay = X i zalézmy, ze zbior A,,_; jest juz okreslony. Korzystajac z
catkowitej ograniczonoéci, przedstawmy A, _; w postaci skonczonej sumy zbiorow
o Srednicach < % 7 zatozenia indukcyjnego wynika, ze jednego z tych zbioréw
nie mozna pokry¢ skonczenie wieloma elementami z U i przyjmijmy za A, taki
wtasnie zbior.

Warunek Cantora, zob. Twierdzenie , zapewnia istnienie a € N2, A,,.
Wybierzmy U € U takie, ze a € U, a nastepnie r > 0, dla ktérego B(a,r) C U.
Jesli % < r, to A, C B(a,r), bo zbiér A, o rednicy < % zawiera Srodek kuli
B(a,r). Tak wiec pokryliémy A, jednym elementem U € U, co jest sprzeczne z
wyborem A,,.

Uwaga 3.4.6. Jedli (X, d) jest zupelna przestrzenia metryczna, to domkniecie A
zbioru catkowicie ograniczonego A w przestrzeni (X, d) jest zwarte.

Istotnie, A jest zbiorem catkowicie ograniczonym, bo jesli A =C, U ... UC,, i
diamC; < e,to A = C1U...UC,, i diamC; < . Zatem podprzestrzen metryczna
(A, d5) przestrzeni (X, d) jest zupelna (zob. [3.1.5)) i calkowicie ograniczona, a
wiec zwarta.

3.5. Twierdzenie Ascoliego - Arzeli. Jesli (X,7) jest przestrzenia zwarta,
to zgodnie z Twierdzeniem [2.2.1] kazde przeksztalcenie ciagte f : X — R”
w przestrzen euklidesowa jest ograniczone. Tak wigc, dla przestrzeni zwartych
X, przestrzen Cp(X,R™) okreslona w pokrywa sie z przestrzenia C'(X,R")
wszystkich przeksztatcen ciagtych z X w R”.

Definicja 3.5.1. Niech (X,7T) bedzie przestrzenig topologiczng .

(A) Rodzina przeksztatcen ciggltych F C C(X,R™) z przestrzeni topologicznej
(X, T) w przestrzen euklidesowqg (R™,d,) jest jednakowo ciggla, jesli dla kazdego
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x € X ie > 0 istnieje otoczenie U punktu = takie, ze dla wszystkich f € F,
diamf(U) < e.

(B) Rodzina F C C(X,R") jest ograniczona, jesli dla pewnego r > 0, obrazy
f(X) wszystkich przeksztalcen f € F lezg w kuli B(0,r).

Twierdzenie 3.5.2. Niech (X,7T) bedzie przestrzeniq zwartqg i niech rodzina
F C C(X,R") bedzie jednakowo ciggla i ograniczona. Wowczas domkniecie F
w przestrzeni metrycznej (C(X,R™), dgyyp) jest zwarte.

Dowdd. Zgodnie z Uwaga |3.4.6, wystarczy sprawdzi¢, ze rodzina przeksztatcen F
jest catkowicie ograniczona w metryce supremum ds,,. Ustalmy € > 0. Jednakowa
ciagtos¢ rodziny JF zapewnia, ze

(HU={U €T :Vser diam f(U) < 5}
jest pokryciem X. Ze zwartodci X,

(2) X:Ulu...UUk, gdzie UzEZ/{

Rodzina F jest ograniczona, dla pewnego r > (0 mamy wiec

(3) ULF(X) : f € F} € B(O,7).
Poniewaz kule w przestrzeni euklidesowej (R™, d,) sa catkowicie ograniczone,

(4) B(0,r)= BiU...UB,,, diamB;<3,j=1,...,m.

Dla kazdej funkcji s : {1,...,k} — {1,...,m} okredlmy zbiér

5) A, ={feF: f(Ui)ﬂBs(i) £0, i= 1,...,k}.

Jesli f € F, to z (4) wynika, ze dla kazdego i € {1,...,k} mozna wskaza¢
s(i) € {1,...,m} takie, ze f(U;) N Bygy # 0, a wiec

6) F=U{As: s:{1,...,k} = {1,...,m}}.

Pozostaje pokazaé, ze ze wzgledu na metryke supremum,

(7) diamA; < e.

Ustalmy s : {1,...,k} — {1,...,m}. Niech f,g € As iz € X. Wybierzmy
i € {1,...,k} takie, ze x € U, zob. (2). Z (5), f(U;) oraz g(U;) przecinaja ten
sam zbior B,(;) i poniewaz wszystkie trzy zbiory maja srednice < §, zob. (1), (2),
(4), de(f(x),9(x)) < e. Zatem dgy,(f,g) < €, co uzasadnia (7) i koniczy dowdd
twierdzenia.

Zakonczymy te czes¢ obserwacja, ktora jest uzyteczna w zastosowaniach twier-
dzenia Ascoliego - Arzeli.

Uwaga 3.5.3. Niech F spetnia zatozenia Twierdzenia i niech (f,)%, bedzie
ciagiem funkcji z F. Poniewaz domkniecie F jest zwarte, z ciagu (f,)52; mozna
wybraé podciag zbiezny do funkcji f € C(X,R"), zob. (ii).

4. SPOINOSC
4.1. Przestrzenie spdjne.

Definicja 4.1.1. Przestrzen topologiczna (X, T) jest spdjna, jesli zbioru X nie
mozna roztozy¢ na sume dwoch roztgeznych, niepustych zbioréow domknietych
(réwnowaznie — otwartych). Zbior S C X jest spojny, jesli podprzestrzen (S, Ts)
przestrzeni (X, T) jest spéjna.

Czesto wygodnie jest opisywac spojnos$c zbiorow bez odwotywania sie do topo-
logii podprzestrzeni, jak w Twierdzeniu [4.1.3]
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Uwaga 4.1.2. Niech (Y, 7y) bedzie podprzestrzenia przestrzeni (X, 7x). Przy-
pomnijmy, ze otoczenia punktu y € Y w przestrzeni (Y, 7y) sa sladami na Y
otoczen punktu y w przestrzeni (X, 7x), zob. . Wynika stad, ze dla
A C Y, domknigcie A w przestrzeni (Y, 7y ) jest zbiorem A NY, gdzie A jest
domknieciem A w przestrzeni (X, 7Tx).

Twierdzenie 4.1.3. Zbior S w przestrzeni (X, T) jest spdjny wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdych niepustych zbioréw A, B takich, ze S = AU B, mamy AN B # ()
lub AN B # 0.

Dowéd. Zgodnie z Uwaga , jesli S = AU B, to warunek AN B = ( =
AN B jest réwnowazny temu, ze A i B sy rozlgcznymi zbiorami domknietymi
w podprzestrzeni (S,7g). Tak wiec warunek sformutowany w twierdzeniu jest
réwnowazny spojnosci przestrzeni (S, 7g).

Twierdzenie 4.1.4. Podzbior S prostej euklidesowej R jest spojny wtedy i tylko
wtedy, gdy jest przedziatem, tzn. jeslia < c<bia,b€e S, toce S.

Dowéd. (A) Niech S C R bedzie przedziatem, S = AU B, a € A, b € B.
Przyjmijmy, ze a < b i rozpatrzmy ¢ = sup(AN[a, b]). Wéwcezas ¢ € S. Pokazemy,
ze c € AN B. W tym celu rozpatrzmy dowolny przedziat J = (¢ — ,¢ + ¢).
Poniewaz ¢ jest kresem gornym zbioru A N [a,b], zbiér ten przecina (c — €, ¢], ale
jest roztaczny z (¢, c+¢). W szezegdlnoscei, albo ¢ = b, albo tez (¢,c+¢e) N B # ),
co pokazuje, ze J przecina oba zbiory A i B.

Poniewaz ¢ € AU B, mamy zatem ¢ € (AN B)U (AN B).

(B) Niech teraz S C R bedzie zbiorem spojnym, a <c <bia,b€ S. Dla A =
{se€eS:s<c¢},B={seS:c<s},mamy S=AUBi(ANB)U(ANB) C {c},
a wiec ze spojnosci S, otrzymujemy c € S.

Twierdzenie 4.1.5. Przeksztalcenia ciggle przeprowadzajg zbiory spojne na zbio-
Y Spojne.

Dowdd. Zgodnie z Uwaga [1.3.9] (A), wystarczy sprawdzié, ze jedli f : X — Y jest
ciagtym przeksztatceniem przestrzeni spojnej (X, 7x) na (Y, 7y ), to przestrzen Y
tez jest spojna.

Niech Y = UyU U, UsNnU; = @, U; € Ty, 1=20,1. W()WCZ&S, dla W, = fﬁl(Ul)
mamy X = Wy UW,, WonN W, =0, W; € Tx. Ze spéjnoséci X, jeden ze zbioréw
U; jest pusty, co dowodzi spojnosci Y.

Twierdzenie 4.1.6. Niech S bedzie rodzing zbiorow spojnych w przestrzeni to-
pologicznej (X, T). Jesli przeciecie NS jest niepuste, to suma |JS jest spdjna.

Dowéd. Niech a € NS. Rozpatrzmy dowolny rozktad sumy US = AU B, gdzie
ANB =0 = ANDB, a € A. Mamy pokazaé, ze B = (. Dla kazdego S € S,
ANSN(BNS)=0=(ANnS)N(BNS)ia e ANS, a wiec ze spdjnosci S,
BNS=0. Zatem US C A, skad B = 0.

Twierdzenie 4.1.7. lloczyn kartezjanski skonczenie wielu przestrzeni spojnych
jest spojny.
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Dowéd. Odwotujac sie do indukcji, wystarczy sprawdzi¢, ze iloczyn kartezjanski
(X x Y,T) dwbch przestrzeni spojnych (X, 7x) i (Y,7y) jest spéjny. Ustalmy
(a,b) € X x Y i niech dla kazdego y € Y,

Sy = (X x{y}) U ({a} xY).
Zbiory X x {y} i {a} x Y, homeomorficzne odpowiednio z X i Y, sa spjne i

zawierajg punkt (a,y), zatem ich suma S, jest spéjna, zgodnie z “ 4.1.6| Poniewaz
(a,b) € N{Sy : y € Y}, [L.1.6]zapewnia tez spéjnosé sumy U{S, : y € Y} = X XY

Twierdzenie 4.1.8. Jesli w przestrzeni topologicznej (X, T), S ¢ T C S i
zbior S jest spojny, to zbior T' tez jest spojny. W szczegolnosci, domkniecie zbioru
spojnego jest spojne.

Dowdd. Rozpatrzmy dowolny rozklad T'= AU B, gdzie (AN B) =0 = (AN B),
ANS # 0. Mamy pokazaé, ze B = ).

Poniewaz ANSN(BNS)=0=(ANS)NBNS, oraz ANS # (), ze spbjnosci
S wnosimy, ze BN S = (). To oznacza, ze S C A, skad T C S C A, a wiec
B=TNB=0.

Przyktad 4.1.9. Sprawdzimy, ze zbior T = {(¢,sin()) : t € (0,1]}U{0} x [-1, 1]
na ptaszczyznie euklidesowej jest spojny.

Istotnie, S = {(t,sin(7)) : ¢ € (0,1]} jest obrazem przedziatu (0,1] przy prze-
ksztalceniu ciggltym t — (¢,sin(3)), jest wigc zbiorem spéjnym, oraz T' = S.

4.2. Przestrzenie tukowo spéjne. Droga w przestrzeni topologicznej (X, 7)
taczaca punkty a,b € X nazywamy przeksztalcenie ciagle f : [0,1] — X takie,
e £(0) = a, f(1) =

Zauwazmy, ze jesli drogi f : [0,1] — X, g : [0,1] — X lacza odpowiednio
punkty a ib, oraz b1ic, to droga h : [0,1] — X okreslona formutami h(t) = f(2t),
dla t € [0,1], oraz h(t) = g(2t — 1), dla t € [3,1], taczy punkty a i ¢, przy czym
jej obraz jest suma obrazow drog f i g.

Definicja 4.2.1. Przestrzen topologiczna (X, T) jest tukowo spéjna, jesli kazdg
pare punktow z X mozna polgczyé drogg w X.

Uwaga 4.2.2. Przestrzen tukowo spojna (X, 7) jest spojna. Aby to sprawdzié,
ustalmy a € X i dla kazdego x € X wybierzmy droge f, : [0,1] — X laczaca a
i x. Zbior S, = f,([0,1]) jest spojny, a wiec zgodnie z 1.1.6] Uyex S» = X jest
zbiorem spéjnym.

Przyktad 4.2.3. Pokazemy, ze spojna podprzestrzen T' pltaszczyzny euklidesowej
opisana w Przykladzie nie jest tukowo spéjna.

Przyjmijmy oznaczenie L = {0} x [—1,1]. Dazac do sprzecznosci, zalézmy,
ze istnieje droga f : [0,1] — T taczaca a = (0,1) z b = (1,sin1). Poniewaz
przeksztalcenie f jest jednostajnie ciagte, zob. 2.2.4] dla dostatecznie drobnego
podzialu 0 =ty < t; < ... < t,, = 1 przedziatu [0, 1], kazdy zbior f([t;—1,%])
ma $rednice < 1. Poniewaz f(to) € L, f( n) & L, istnieje i takie, ze f(t;_1) € L,
ale f(t;) € L i przyjmijmy C' = f([t;—1,t;]). Rzut J zbioru C na pierwsza wspol—
rzedna jest spojnym podzbiorem R, a wiec przedziatem. Jest to przedziat niezde-
generowany, zawierajacy 0, zatem (0,0) C J dla pewnego § > 0. Dla t € (0,9),
(t,sin(1)) jest jedynym punktem z T, ktory rzutuje si¢ na ¢, a wiee (¢,sin(7)) € C.
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Zatem zbior C' zawiera pewne punkty postaci (r,1) i (s, —1), co przeczy temu, ze
diamC < 1.

Twierdzenie 4.2.4. Spdjny, otwarty zbidr w przestrzeni euklidesowej (R™,d,)
jest tukowo spojny.

Dowéd. Zauwazmy, ze w przestrzeni euklidesowej (R",d.) kazdy punkt b €
B(a,r) mozna polaczy¢ z a droga f(t) = (1 —t)a+1b, t € [0, 1], ktérej obraz lezy
w kuli B(a,r).

Niech U C R™ bedzie sp6jnym zbiorem otwartym w (R", d,), ustalmy p € U i
niech W bedzie zbiorem punktow ¢ € U, ktére mozna potaczyé¢ z p droga w U.
Mamy pokazac, ze W = U.

Jesliq e W, B(q,r) C U iz € B(q,r), to poniewaz istnieja drogi w U taczace
p 7 q, oraz q z x, istnieje tez droga w U taczaca p z x. Zatem B(q,r) C W, skad
wynika otwartos¢ zbioru W.

Podobnie, jesli ¢ € U\W i B(gq,r) C U, zadnego punktu x € B(q,r) nie mozna
potaczy¢ z p droga w U, bo wéwczas droga w U mozna bytoby potaczy¢ p i g,
whbrew wyborowi ¢. Zatem B(q,r) C U \ W, co pokazuje, ze takze zbior U \ W
jest otwarty.

Ze spéjnosci U wynika, ze oba zbiory W i U \ W nie moga by¢ niepuste i
poniewaz p € W, mamy U\ W =0, czyli U = W.

4.3. Sktadowe. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Dla ustalonego
a € X, zgodnie z[£.1.6] suma wszystkich spéjnych podzbioréw przestrzeni X, za-
wierajacych a, jest zbiorem spojnym. Jest to maksymalny, ze wzgledu na inkluzje,
zbiér spojny w X zawierajacy punkt a.

Definicja 4.3.1. Skladowq przestrzeni topologicznej (X, T) nazywamy zbior spdj-
ny S w X taki, ze Zaden zbior w X, zawierajgcy w istotny sposob S, nie jest
spojny.

Tak wiec, kazdy punkt przestrzeni topologicznej nalezy do pewnej sktadowej,
przy czym rozne sktadowe przestrzeni sg zbiorami roztacznymi. Poniewaz do-
mkniecie zbioru spdjnego jest spdjne, zob. [1.1.8] sktadowe sa zbiorami domknie-
tymi.

Definicja 4.3.2. Sktadowq tukowej spdjnosci przestrzeni topologicznej (X, T ) na-
zywamy maksymalny, w sensie inkluzji, tukowo spojny podzbior X .

Sktadowe tukowej spdjnosci sa parami roztaczne i pokrywaja caty przestrzen.
Sktadowe tukowej spdjnosci nie musza by¢ domkniete. [lustruje to przestrzen T
opisana w m gdzie sktadowa tukowej spdjnosci zawierajaca punkt (1,sin1)
jest zbior S, ktory nie jest domkniety w 7.

5. PRZESTRZENIE ILORAZOWE

5.1. Topologia ilorazowa. Niech ~ bedzie relacja rownowaznosci w zbiorze X.
Symbolem X/~ oznaczamy zbiér klas abstrakcji [z] = {y € X : y ~ 2} elemen-
téw X ze wzgledu na relacje ~ i niech 7 : X — X/~ bedzie przeksztalceniem
ilorazowym 7(x) = [x].
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Jesli relacja réwnowaznosci ~ jest okreslona w zbiorze punktéw przestrzeni
topologicznej (X, 7T ), w zbiorze X/~ okreslamy topologie ilorazowa

T/~ ={UC X/~ : 7 (U)eT}.

Jest to najsilniejsza (tzn. zawierajaca najwiecej podzbioréw zbioru X/ ~) topo-
logia w X/~ dla ktérej przeksztatcenie ilorazowe 7 jest ciagle.

Uwaga 5.1.1. Niech 7 : X — X/~ bedzie przeksztatceniem ilorazowym prze-
strzeni (X, 7) na przestrzen ilorazowa (X/~,7 /~).

(A) Dla kazdego przeksztalcenia f : X/ ~ — Y w przestrzen topologiczna
(Y, Ty), ciaglosé f jest rbwnowazna ciagtosci ztozenia for: X — Y.

Poniewaz ztozenie przeksztatcen ciaglych jest ciagte, wystarczy sprawdzi¢, ze
z cigglosci f o m wynika ciaglosé f. Niech U € Ty. Wowcezas n=1(f~HU)) =
(fom) ™ (U) € T, awigc f7H(U) €T/~.

(B) Niech u : X — Y bedzie ciaglym przeksztalceniem na przestrzenn Haus-
dorffa (Y, 7y) takim, ze u(x) = u(y) wtedy i tylko wtedy, gdy = ~ y (tzn. war-
stwy u pokrywaja sie z klasami abstrakcji w relacji ~). Wowczas, jesli (X, 7) jest
przestrzenig Hausdorffa i dla pewnego zbioru zwartego K C X, n(K) = X/~ to
naturalna bijekcja f: X/~ — Y, f(w(z)) = u(x), jest homeomorfizmem.

Istotnie, f o™ = u jest przeksztalceniem ciaglym, a wiec z (A) dostajemy
ciagtosé bijekcji f. Poniewaz (Y, 7y) jest Hausdorffa, ciagtosé bijekcji f zapewnia,
ze takze (X/ ~, T/ ~) jest przestrzenia Hausdorffa, a poniewaz m(K) = X/ ~,
przestrzeni ilorazowa jest zwarta, zob. 2.2.1] Z wniosku [2.2.3] wynika, ze f jest
homeomorfizmem.

Przyktad 5.1.2. Niech ~ bedzie relacja réwnowaznosci na prostej euklidesowej
(R, d.) okreslong formuta = ~ y wtedy i tylko wtedy, gdy x — y jest liczba calko-
wita. Sprawdzimy, ze przestrzen ilorazowa (R/~, 7 (d.)/~) jest homeomorficzna
z okregiem S' = {(x,y) € R? : 22 + y* = 1} na plaszczyZnie euklidesowej.

Istotnie, funkcja u : R — S! okredlona formula u(t) = (cos(27t),sin(2nt))
przyjmuje te same wartosci w s it wtedy i tylko wtedy, gdy s ~ ¢, oraz 7([0, 1]) =
R/ ~, a wiec wystarczy odwotaé sie do |5.1.1| (B).

Przyklad 5.1.3. Plaszczyzna rzutowa P? jest przestrzenia (S?/ ~ ,7(d.)/ ~)
otrzymana ze sfery euklidesowej S? = {a € R? : d.(a,0) = 1} przez utozsamienie
punktow antypodycznych: a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy a = b lub a = —b.

Plaszczyzne rzutowg mozna zanurzy¢ w R*. Rozpatrzmy w tym celu funkcje w :
S? — R* okreslong formuta u(a) = (2 — y?, vy, x2,y2), gdzie a = (z,y, 2), x>+
y? + 22 = 1. Mozna sprawdzi¢, ze klasy abstrakcji w relacji ~ pokrywaja sie z
warstwami u, tzn. v przyjmuje na parze roznych punktéw a,b te same wartosci
wtedy i tylko wtedy, gdy a = —b. Poniewaz sfera S? jest zwarta, z m (B)
wnosimy, ze plaszczyzna rzutowa jest homeomorficzna z podprzestrzenia u(S?)
przestrzeni euklidesowej (R*, d,).

Niech A bedzie zbiorem punktéw w przestrzeni topologicznej (X, 7) i niech,
dla z,y € X, x ~ y, jeSli x = y lub z,y € A. Przestrzen ilorazowa (X/~,7/~)
nazywa¢ bedziemy przestrzenig otrzymana z X przez sklejenie zbioru A do punktu
i oznaczaé bedziemy symbolem (X /A, 7 /A).

Jesli X C R™ jest zwarta podprzestrzenia, A C X jest zbiorem domknietym
i T(d.) jest topologia euklidesowa w X, to przestrzen (X/A,7 (d.)/A) mozna
zanurzy¢ w R™H1,

Istotnie, przeksztatcenie u : X — R™*! okreélone formula, zob. (1),
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(1) w(z) = (da(z)z,da(x))
jest ciagle i v ma jedyna wartwe niejednopunktowa u~1(0) = A, a wigc, zgodnie
z Uwaga (B), przestrzenie X/A i u(X) sa homeomorficzne.

Bez zatozenia zwartosci, sklejanie zbioru do punktu w przestrzeni metryzowal-
nej moze jednak prowadzi¢ do przestrzeni niemetryzowalne;j.

Przyktad 5.1.4. Niech (R/N, 7 (d.)/N) bedzie przestrzenia otrzymana z prostej
euklidesowej R przez sklejenie zbioru liczb naturalnych N do punktu. Wykazemy,
ze ta przestrzen nie jest metryzowalna.

Zatézmy przeciwnie, ze pewna metryka d generuje topologie 7 (d.)/N i niech
B, bedzie kula w przestrzeni metrycznej (R/N,d) o érodku w punkcie 7(1) i
promieniu %, gdzie m : R — R /N jest przeksztalceniem ilorazowym. Zbior otwarty
7~ 1(B,) zawiera N, mozna wiec wybra¢ r, € 7 1(B,) N (n,n+ %), n € N. Zbi6r
W =R\ {r, : n € N} jest otwarty w R i 7~ 1(x(W)) = W, zatem 7(W) €
7 (d.)/N =1T(d). Z drugiej strony, (1) € 7(W), ale 7(r,) € B, \ 7(W), dlan €
N, co pokazuje, ze zadna kula o $rodku w (1) nie lezy w m(W) i m(W) & T (d).
Doszlismy wiec do sprzecznosci.

Przyktad ilustruje tez role zalozenia o istnieniu zbioru zwartego K w
Uwadze [5.1.1] (B), do ktérej odwotywaliSmy si¢ w tej czesci kilkakrotnie. Istotnie,
niech v : R — R? bedzie przeksztatceniem cigglym okreslonym formuta (1), gdzie
A = N. Wéwczas u(s) = u(t) wtedy i tylko wtedy, gdy 7(s) = mw(t). Jednakze
przestrzen u(R) nie jest homeomorficzna z R/N, bo jest przestrzenia metryzo-
walna.

5.2. Przyklejanie przestrzeni wzdluz przeksztalcenia. Niech (X, 7y)
i (Y,7y) beda przestrzeniami topologicznymi z roztacznymi zbiorami punktéw,
X NY = (. Suma prosta tych przestrzeni nazywamy przestrzen (X UY, Txay),
gdzie topologia Txay jest rodzing wszystkich sum UUV, U € Tx, V € Ty. Prze-
strzenie (X, 7x), (Y, 7y) sa podprzestrzeniami ich sumy prostej, przy czym oba
zbiory XY sa otwarte (a wiec i domkniete) w sumie prostej.

Zatozmy teraz dodatkowo, ze K C X i f: K — Y jest ciaglym przeksztatce-
niem okreslonym na podprzestrzeni (K, 7k ) przestrzeni (X, 7Tx).

Okredlmy w X UY relacje rownowaznosci ~ ¢, ktéra utozsamia punkty nalezace
do K zich obrazami przy f, nie utozsamiajac innych punktow. Doktadniej, klasy
abstrakcji w relacji ~; sa postaci f~'(a) U {a}, dla a € f(K), oraz {a}, dla
a e (X\K) U\ f(K)).

Przestrzen (X UY/ ~y, Txay/ ~) bedziemy oznaczali symbolem (X Uy Y, 75)
iniech 7y : X UY — X Uy Y bedzie przeksztatceniem ilorazowym. Méwimy, ze
przestrzen (X Uy Y, 7;) powstaje w wyniku przyklejenia Y do X wzdluz prze-
ksztalcenia f.

Przyktad 5.2.1. Rozpatrzmy polsfere
52 = {(scost, ssint, V1—3s2):s€e(0,1],t€0,2n]},
okrag
K = {(cost,sint,0) : t € [0,27]} C S,
oraz przeksztatcenie

f:K — 8" f(cost,sint,0) = (cos2t,sin 2t)
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na okrag jednostkowy S* na plaszczyznie euklidesowej. Przestrzen S U;S* (gdzie
5% 18! rozpatruje si¢ z topologia euklidesows) jest homeomorficzna z plaszezyzna
rzutowa P? opisang w Przykladzie . Aby sie o tym przekonaé¢ zauwazmy, ze
52 C S%. Niech ~ oznacza obciecie relacji réwnowaznosci na S? rozpatrywanej
W do S% i niech u : S7 — P? bedzie obcigciem do S? przeksztalcenia ilora-
zowego sklejajacego punkty antypodyczne sfery. Z|[5.1.1| (B) przestrzen ilorazowa
(8%/~,T(d.)/~) jest homeomorficzna z P?. Z drugiej strony, ta przestrzei jest
homeomorficzna z S% Uy S*, bo nietrywialne klasy abstrakeji relacji ~ pokrywaja
si¢ z warstwami f, K jest zwarty i f(K) = S!, wiec przeksztalcenie ilorazowe
m: ST — 5%/~ przediuza si¢ do 7 : ST U ST — S%/ ~ takiego, ze warstwy T
pokrywajg si¢ z klasami abstrakcji relacji ~ .

Jesi K € X1 f: K — {}, gdzie * ¢ X, to przestrzen X Uy {*} mozna
utozsamiaé z przestrzenia X/K otrzymana z X przez sklejenie K do punktu.
Nastepujace twierdzenie jest wiec uogdlnieniem obserwacji z 5.1 zwiazanych z
formuty (1), a Przyktad ilustruje role zwartosci w tym twierdzeniu.

Twierdzenie 5.2.2. Niech X C R™, Y C R" bedg roztgcznymi zwartymi pod-
przestrzeniami przestrzeni euklidesowych, niech K bedzie domknietym podzbio-
rem X i niech f: K —Y bedzie przeksztatceniem ciggltym. Wowczas przestrzen
(X Uy Y, T;) zanurza si¢ homeomorficznie w przestrzeri euklidesowq R™™+1

Dowéd. Na mocy twierdzenia Tietzego (zob. , f mozna przedtuzyé¢ do
przeksztalcenia cigglego f : X — R™. Przypomnijmy, ze dg(x) = inf{d(z,z2) :
z € K} jest funkcja ciagla, zob. (2). Okreslmy przeksztalcenie ciaglte g : X —
R+ formuta, zob. 5.1 (1),

(1) g(x) = (f(z), dx (), dx (z))
i niech

(2) Z=(Y x{0})Ug(X) c R+m+L,
Pokazemy, ze przestrzen (X Uy Y, 7;) jest homeomorficzna z podprzestrzenia Z
przestrzeni euklidesowej R™ ™+ W tym celu rozpatrzmy przeksztalcenie u :
X UY — Z na Z, okreslone formutg

g(a), jeslia € X,
u(a) = { (a,0), jeslia €Y.

Zauwazmy, ze dla a,b € X UY, warunek u(a) = u(b) jest réwnowazny warunkowi
m(a) = 75 (b).

Poniewaz g jest przeksztatceniem ciggtym, oraz X i Y sg zbiorami domknietymi
w X UY, u tez jest przeksztalceniem ciggtym, zob. (B). Ponadto, suma
prosta przestrzeni zwartych jest zwarta, a wiec z Uwagi (B) wnosimy, ze
przestrzenie X Uy Y i Z sa homeomorficzne.

6. HOMOTOPIE

Homotopia miedzy przeksztatceniami f i g oznacza, ze g mozna otrzymac z f
w wyniku ciaglej deformacji, zalezacej od parametru t € I, gdzie I = [0, 1].

Przestrzen, dla ktérej identycznosé jest homotopijna z przeksztalceniem sta-
tym, nazywamy przestrzenig Sciggalng. Zbiory wypuktle sg Sciggalne, ale zadna

sfera euklidesowa S™ nie jest Sciggalna, zob. Wniosek i Uzupelnienia
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Pokazemy, jak z niedciggalnosci okregu S' mozna wyprowadzi¢ zasadnicze twier-
dzenie algebry, zob. [6.2.7]

Petle w przestrzeni X zaczepione w punkcie a — to drogi w X zaczynajace sie
i konczace w a. Homotopia miedzy petlami « i § zaczepionymi w a jest ciagta
deformacja od a do (3, nie poruszajaca punktu zaczepienia. Pojecie to pozwala
przyporzadkowac przestrzeni X z wyréznionym punktem a wazny obiekt — grupe
podstawowa 71 (X, a), ktorej elementami sa klasy homotopii petli w X zaczepio-
nych w a. Jesli przestrzen X jest tukowo spojna, wybér punktu zaczepienia jest
nieistotny i méwimy o grupie podstawowej w1 (X ) przestrzeni. Pokazemy, ze grupa
m1(S1) jest izomorficzna z Z.

Pojecie homotopii prowadzi do homotopijnej rownowaznosci, ktora klasyfikuje
przestrzenie bardziej elastycznie, niz relacja homeomorfizmu, zachowujac jednak,
w obrebie danej klasy rownowaznosci, wazne wtasnosci topologiczne. W szczegdl-
nosci, tukowo spdjne, homotopijnie réwnowazne przestrzenie maja izomorficzne
grupy podstawowe, zob. Uzupetienia [7.9.3]

6.1. Homotopia przeksztalcen i petli.

Definicja 6.1.1. Przeksztalcenia ciggle f,g : X — Y przestrzeni (X, 7Tx) w
(Y, Ty) sq homotopigne, jesli istnieje przeksztalcenie ciggle H : X x [ — Y -
homotopia tgczaca | z g, takie, ze f(x) = H(x,0) i g(z) = H(z,1), dla x € X.
Piszemy wowczas f ~ g.

Homotopia H : X xI — Y laczaca f z g okresla rodzine przeksztatcen f; : X —
Y, fi(x) = H(z,t), zalezaca w sposéb ciagly od punktu x i parametru ¢, przy
czym fo = f i fi = g. Homotopia H okresla réwniez rodzine drog h, : [ — Y,
h.(t) = H(x,t) taczacych f(x) z g(z) dla z € X.

Definicja 6.1.2. Przestrzen topologiczna (X, T) jest Sciggalna, jesli identycznosé
jest homotopijna z przeksztalceniem statym e,(x) = a, dla pewnego a € X.

Przyktad 6.1.3. Wypukla podprzestrzenn X przestrzeni euklidesowej (R™,d,)
jest Sciggalna. Istotnie, dla a € X, H(x,t) = (1 — t)x + ta, (z,t) € X x I, jest
homotopia taczaca idy z e,.

Uwaga 6.1.4. (A) Przestrzen sciagalna jest tukowo spdjna, bo jesli homotopia
H: X xI — X laczy idy z €4, to hy(t) = H(z,t), t € I, jest droga w X od
punktu x do a, a zatem kazde dwa punkty w X mozna potaczy¢ droga.

(B) W przestrzeni tukowo spéjnej X, dla dowolnych a,b € X, ¢, ~ €,. Aby
to sprawdzi¢, wystarczy wybrac¢ droge h : I — X od a do b i okredli¢ homotopie
H: X x 1 — X laczaca ¢, z g, formuta H(x,t) = h(t).

Poniewaz przestrzenie sciggalne sg tukowo spojne, jesli idy ~ ¢, dla pewnego
a € X, to idy ~ ¢, dla kazdego b € X. Wynika to z iz czedei (A) kolejnej
uwagi.

Uwaga 6.1.5. (A) Dla ustalonych przestrzeni topologicznych X, Y, relacja ho-
motopii w zbiorze C(X,Y) przeksztatcen ciagtych z X w Y jest relacja réwno-
waznosci.

Zwrotnos¢ f ~ f jest jasna, a symetria wynika z obserwacji, ze jesli homotopia
H:XxI—Y Yaczy f z g, to H(z,t) = H(x,1 —t) jest homotopia taczaca g
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z f. Sprawdzimy przechodnio$¢. Niech f,g,h € C(X,Y), f ~ g, g ~ h i niech
homotopie Hy, Hy : X X I — Y tacza f z g i g z h, odpowiednio. Wowczas

Hi(x,2t), t e |0,
H(z,1) :{ HQE:E,Qt)— 1), ti % 1}

jest homotopia taczaca f z h, a wiec f ~ h.

(B) Niech f,g : X - Y, u:S — X, w:Y — Z beda przeksztalceniami
ciagtymi. Jesli f ~ g, to takze wo fou ~wogou.

Jesli bowiem homotopia H : X x I — Y laczy f z g, to homotopia G : S x I —
Z, G(s,t) = w(H(u(s),t)), taczy wo fou z wogou.

(C) Dowolne przeksztalcenia f,g: X — Y w przestrzen $ciggalna Y sa homo-
topijne. Istotnie, idy ~ g4, zatem z (B) i (A), f =idyof ~e,of =ec,0g ~
tdy o g = g.

Definicja 6.1.6. Niech (X, T) bedzie przestrzenig topologiczng z wyrézinionym
punktem a € X.

(A) Petlg w X zaczepiong w a nazywamy droge o = I — X takg, Ze a(0) = a =
a(l). Zbior petli w X zaczepionych w a oznaczamy symbolem QX a).

(B) Homotopiq miedzy petlami o, B € Q(X, a) nazywamy homotpie H : I x [ —
X laczqgeq o z (B 1 spetniajacqg warunek H(0,t) = a = H(1,t), dlat € I.

Tak wiec, dla homotopii H : I x I — X miedzy petlami «, 5 € (X, a), kazde
przeksztatcenie oy (s) = H(s,t) jest petla w X zaczepiona w a . Aby nie kompliko-
waé oznaczen, homotopijno$é petli o, 6 € (X, a) zapisywaé bedziemy uzywajac
wprowadzonego wczesniej symbolu o ~ (3, pamietajac jednak, ze na homotopie
miedzy petlami naktadamy dodatkowe ograniczenie — punkt zaczepienia petli nie
przemieszcza si¢ przy homotopii.

Uwaga 6.1.7. Relacja homotopii w zbiorze (X, a) jest relacja réwnowaznosci.
Dla uzasadnienia, wystarczy powtérzy¢ rozumowanie z (A).

6.2. Petle w S'. W tej czesci bedziemy rozpatrywali St jako zbiér liczb zespo-
lonych o module 1,

(1) S'={z€C: |z| =1}, dc(z1,22) = |21 — 29|

Dla kazdej drogi f : I — S! mozna okregli¢ przeksztalcenie ciagle f: I — R
takie, ze 27 f(s) jest argumentem liczby zespolonej f(s), s € I. Przy tym, dla
kazdego wyboru argumentu « liczby zespolonej f(0), istnieje doktadnie jedno
takie przeksztalcenie f spelniajace warunek 2m f (0) = a.

Istotnie, z jednostajnej ciagtosci f, istnieje liczba 0 > 0 taka, ze jesli [s —t| < 0,

to |f(s) — f(t)] < 21 niech 5 < §. Woéwcezas f mozna okresli¢ kolejno na
przedziatach I; = [54, %], i = 1,...,N: poniewaz tuk T; = f(I;) okregu S?

nie zawiera punktow przeciwleglych, Jesh f ( 1) jest juz okredlone, dla kazdego
z € T; mozna wskaza¢ jednoznacznie argument u(z) tej liczby speliajacy waru-
nek |u(z) — 2ﬂf(@)| < m; funkcja u @ T; — R jest ciagla i wystarczy przyjac
f(s) = 5zu(f(s)), dlas € .
Liczba 27(f(1) — f(0)) mierzy przyrost argumentu wzduz drogi f. Jesli f jest
petla, f(0) = f(1), wiec liczba f(1) — f(0) jest catkowita. Pokazemy, ze ta liczba
- stopien petli, nie zmienia sie przy homotopii petli.
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Wyprowadzimy to z Twierdzenia [6.2.1] ktore jest szczegblnym przypadkiem
twierdzenia o podnoszeniu przeksztalcen, zob. Uzupelienia [7.10.2] Wykazemy
przy tym istnienie przeksztalcenia f : I — R zwigzanego z droga f w S!, nie-
zaleznie od podanego wyzej uzasadnienia. Zacznijmy od wprowadzenia pewnych
oznaczen.

Przeksztalcenie
(2) E:R— S' E(s) = cos(2rs) + isin(27s),
nazywamy nawinieciem prostej na okrag. Zauwazmy, ze

(3) E(s)-E(t) = E(s+1), E(=s)= g5

E(s)”
oraz
(4) E7'(1) =12,
gdzie Z jest zbiorem liczb catkowitych.
Nawiniecie E przeksztalca przedzial (—3, ) homeomorficznie na S*\ {—1}.

Niech L bedzie homeomorfizmem odwrotnym do obcigcia nawiniecia E do (—3, ),

2
to znaczy

(5) L:S'\{-1} — (—%, %), EoL(z) =z

Twierdzenie 6.2.1. Niech f : I" — S bedzie przeksztalceniem cigglym i f(0) =

L. Istnieje wowczas doktadnie jedno przeksztalcenie ciggle f : I" — R takie, Ze
Eof=f, oraz f(0) = 0.

Dowdd. Przeksztalcenia ciggle na I™ sa jednostajnie ciagle, zob. istnieje
zatem liczba 6 > 0 taka, ze

(6) jesli de(,y) < 0, to [f(x) = f(y)| < 2,

i niech liczba naturalna N spelnia warunek
M F<

Okreslimy przeksztalcenia ciagle f; : I"™ — S* formutami
8) fi(z) = f(({)x), j=0,1,...,N.

Poniewaz d, ()7, (15 )7) = yde(,0) < %, 2 (7) 1 (6) mamy | f;(z) — f;-1(x)] <
2, a wiec
@) -
(9) m#_L 7=12,...,N.

Z (5) i (9) wynika, ze funkcja

(10) f=L(E)+ L)+ ...+ L)
jest dobrze okredlona i ciagta. Z (3), (5) i (10), Eo f = % : % e % = ’;—IOV =f,
a poniewaz f;(0) = f(0) =11 L(1) = 0, mamy tez f(0) = 0.

Pozostaje uzasadni¢ jednoznacznos¢ f. Niech funkcja ciagta g : I" — R spelnia
warunki Fog = f, g(0) = 01iniech h = f —g. Z (3), Eoh = gzg = § =1,
zatem z (4), h(I") C Z. Sp6jny zbior h(I") jest wigc jednopunktowy, a poniewaz
h(0) = f(0) — g(0) = 0, mamy h(z) = 0 dla z € I". Zatem g = f, co konczy
dowdd twierdzenia.
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Uwaga 6.2.2. Niech f: I" — S'i f: I" — R beda takie, jak w Twierdzeniu
6.2.1] Jedli S C I™ jest zbiorem spéjnym i f(S) = {1}, to dla pewnej liczby
catkowitej d € Z, f(S) = {d}.

Istotnie, Eof(S) = f(S) = {1}, zatem z (4), zbioér sp6jny f(S) jest podzbiorem
7., a wiec jest zbiorem jednopunktowym.
Definicja 6.2.3. Stopniem petli o € Q(S*, 1) nazywamy liczbe calkowitq dega =
a(l), gdzie & : I — R jest funkcjg ciggl takg, Ze Eoa = o i &(0) = 0, zob.
[6:2.1,[6.2.3
Twierdzenie 6.2.4. Petle o, 3 € Q(S,1) sqg homotopijne wtedy i tylko wtedy,
gdy majg rowne stopnie, dega = degf3.

Dow6d. Niech H : I x I — S! bedzie homotopia migdzy petlami o, 3 € (S, 1)
(przypomnijmy, ze H(0,t) =1= H(1,t), dlat € I). Z6.2.1 [6.2.1], istnieje przeksztal-
cenie ciagle H : I x I — R takie, ze F o H = H1H(0 0) = 0.

Z[6.22 dla S = {i} x I, i =01, HO,t) = 0i H(1,t) = d, dlat € Ii
pewnego d € Z. Przyjmijmy a(s) = H(s,0), 5(s) = H(s,1). Wowczas Eoa(s) =
E o H(s,0) = H(s,0) = a(s) i podobnie, E o 3 = 3. Ponadto, a(0) = H(0,0) =
0= H(0,1) = 3(0). Zgodnie 2[6.2.3 dega = a(1) = H(1,0) = H(1,1) = 5(1) =
deg(.

Na odwrdt, zalézmy, ze petle o, 8 € (S, 1) maja réwne stopnie i niech a, B
I — R beda funkcjami cigglymi takimi, ze Eod = o, Eof = 3, &(0) = 0 = 5(0).
Wowezas (1) = degar = degB = (1), skad wynika, ze H(s,t) = E((1—t)a(s) +
t6(s)) jest homotopig miedzy petlami a i §.

Whiosek 6.2.5. Dia d € 7Z petla
(11)  wa(s) = cos(2wds) + isin(2nds), s € I,
ma stopien d. Jesli o € Q(S',1) i dega = d, to « jest homotopijna z petlg wy.

Dowéd. Dla funkcji liniowej wy(s) = ds mamy E o @y = wg 1 @g(0) = 0, a wiec

degwy = Wq(1) = d, zob. |6.2.3| Z mamy o ~ wy.

Whiosek 6.2.6. Okrgg S jest niesciggalny. Co wiecej, jesli n,m sq liczbami
catkowitymi i przeksztatcenia 2™ i 2™ z ST w St sqg homotopijne, to n = m.

Dow6d. Niech H : S'x I — S! bedzie homotopia taczaca 2" z 2™, tzn. H(z,0) =
2" i H(z,1) = 2™, dla 2 € C. Wowezas przeksztatcenie G : I x I — St okreslone
formuta G(s,t) = H(FE(s),t)- H(1,t)"! jest homotopia miedzy petlami wy,,w,, €

QS 1), zob. (2) 1 (11). Z 116.2.5, n = degw, = degw,, =m

Whniosek 6.2.7. (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian P(z) = ao+
a1z . A ap_12" 12" 0 wspélczynnikach zespolonych ma pierwiastek zespolony.

Dowdd. Zatézmy przeciwnie, ze P(z) # 0, dla z € C. Funkcja F : S* x [ — C
zadana wzorem F(z,s) = s"P(%) = s"ag + " 'ayz + ... 4 sa,12"" + 2" jest
ciagta i nie przyjmuje wartosci 0.

Okreslmy H : S' x I — S* formutami

F(z,2t .
Fean  Jesli te (03]

H(z,t) =

P(2(1-t)z) s 21: 1
m, JeSh t e [5,1]
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Dlat = % obie formuty daj@ H(z, %) \};gz§| przeksztatcenie H jest wiec ciagte
na S x [0,1], zob. [1.3.9 - . Zatem H jest homotopia taczaca przeksztalcenie
H(z,0)=2"z przeksztalcemem statym H(z,1) = 29 7l6.1.4 (B) otrzymujemy

[P0)]
2" ~ gy = 2 co przeczy Wnioskowi [6.2.6]

Twierdzenie Brouwera o punkcie stalym orzeka, ze dla kuli D" = {x € R" :
d.(z,0) < 1}, kazde przeksztalcenie ciagte f : D™ — D™ ma punkt staly. Dla
n = 1 jest to prosta konsekwencja spéjnosci D' = [—1,1] i Twierdzenia [{.1.5]
Dla n = 2 wyprowadzimy to twierdzenie z nieéciggalnosci okregu S'. Dowdd dla
dowolnych n podajemy w Uzupelnieniach [7.6]

Whiosek 6.2.8. Dla kaidego przeksztalcenia cigglego f : D? — D? istnieje
x € D? takie, ze f(x) = .

Dowéd. Zatézmy przeciwnie, ze f(x) # x dla z € D? i niech r(z) bedzie punktem
przeciecia okregu S' z poétprosta wychodzaca z f(x) w kierunku wektora m
Przeksztalcenie r : D* — S jest ciaglte i r(z) = x, dlaz € S'. Formuta H(z,t) =
r(tx) okresla homotopie H : S* x I — S* taczaca przeksztalcenie stale H(z,0) =
r(0) z identycznoscia H(z,1) = r(x) = x, co przeczy niesciagalnosci S, zob.
0.2.0l

6.3. Grupa podstawowa przestrzeni. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topo-
logiczna z wyrdznionym punktem a € X. W zbiorze Q(X, a) petli w X zaczepio-
nych w a wprowadzimy operacje mnozenia i odwracania petli.

jesli s € [0

Definicja 6.3.1. Iloczynem petli o, 5 € Q(X, a) nazywamy petle
1
ab

jeslis € [3,1

a(2s),
W axs={ 56 ]

Petla odwrotna do o € Q(X, a) jest okreSlona formulq
(2) @(s)=a(l—3s), se€]|0,1].

Uwaga 6.3.2. Dla petli w,, wg opisanych w [6.2.5] g = w_4 1 we * Wy ~ Weiqg-

Pierwsza réwno$é wynika ze wzoru 6.2 (11). Dla uzasadnienia drugiej czesci
rozwazmy przeksztalcenie ci@gle u:l — ]R okres’lone formutami u(s) = 2cs, jesli
s€0,3]iu(s)=c+2(s—3)d, jesli s € Mamy Eou=w.*wg u(0) =0,
a wiec deg(w. xwy) = u(l) = c +d, zob. |6 3 6.2.3]1[6.2.5]

Sprawdzimy, ze mnozenie i odwracanie petli jest zgodne z relacja homotopii
petli.

Lemat 6.3.3. Niech a, o/, 3,3 € Q(X,a). Jeslia ~ o', B~ [, toaxf ~ o'*[,
oraz @ ~ @'

Dowéd. Jesli Hy jest homotopig miedzy « i o, a Hy jest homotopig miedzy [ i
', to formula

[ Hy(2s,1), jesli s € [0, 3],
His,t) = { Hi(2s —1,t), jeslis € [%, 1],
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okregla homotopi¢ miedzy ax (i o’ x 3, a Hy(s,t) = Ho(1 — s,t) jest homotopia
miedzy @ i @'.

Nastepny lemat ustala, ze mnozenie petli jest, z doktadnoscig do relacji homo-
topii, taczne.

Lemat 6.3.4. Dia o, 3,7 € Q(X,a), (a*f)*xv~ax(Bx7).

Dowéd. Dla 0 < u < w < 1 okreslmy petle 7,,, € Q(X, a) formutami

af2),  jesli s e [0,ul,

Tuw(s) = B(5=%), Jesli s € [u,w],

Y(i=2), jedli s € [w,1].

Niech K bedzie odcinkiem laczacym punkty (1,0) i (3,1) w kwadracie I, a L

odcinkiem taczacym (3,0) z (3,1) i niech (u(t),t) € K, (w(t),t) € L, dlat € I

Woéwcezas H(s,t) = Ty w (s) jest homotopig miedzy (o 3) v ia* (8x7).
Ostatni lemat z tej serii wyjasnia, ze z doktadnoscig do relacji homotopii, pe-

tla stata g, jest elementem neutralnym, a petla @ jest odwrotnoscia petli «, ze

wzgledu na wprowadzong operacje mnozenia.

Lemat 6.3.5. Dla kazdej petli o € Q(X,a), eg xa ~ a ~ @ * &y, 0TAZ QK A ~
Eq ~ Ok (1.

Dowéd. Niech K bedzie odcinkiem taczagcym punkty (3,0) i (0,1) w kwadracie
I? i niech (u(t),t) € K , dlat € I. Dla u € [0, 1] okreslmy petle 7,0, € (X, a)
formutami

o 25) jesli s € [0, u]

1 a( Y Y Y
no) = { ey, TSNS o= ol izl
1-u? T @(2s—1), jeslis e[l —u,l],

(zauwazmy, ze @(2(1—u)—1) = @(1—2u) = «(2u)). Woéwczas homotopia H(s,t) =
Tuw) (8) taczy petle €, x a z o, a homotopia G(s,t) = oy (s) taczy a x@ z &,.
Podobnie okresla sie homotopie taczace axe, z a i @xa z &,.

Lematy - pozwalaja okresli¢ strukture grupy w zbiorze Q(X, a)/ ~
klas abstrakcji petli zaczepionych w a, ze wzgledu na relacje homotopii miedzy

petlami.

Definicja 6.3.6. Grupg podstawowq (X, a) przestrzeni topologicznej (X, T)
z wyréznionym punktem a nazywamy zbior klas abstrakcji [o] = {o/ : o €
QX,a), a ~ '}, a € QUX,a), z dzialaniem mnozenia [o][3] = [a * (], ele-
mentem jednostkowym [g,] i operacjg odwracania [o] ™! = [a].

Doktadniej, zapewnia, ze okreslenie mnozenia w (X, a) nie zalezy od
wyboru reprezentantéw klas abstrakcji [o] € m (X, a), [6.3.4] stwierdza tacznosé
mnozenia, a [6.3.5] pokazuje, ze [a][e,] = [a] = [g,][a] i [a][a] = [e.] = [a][a].

Twierdzenie 6.3.7. Grupa podstawowa m,(S*,1) jest izomorficzna z grupg ad-
dytywng liczb catkowitych 7.
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Dowéd. Zgodnie z [6.2.4] petle zaczepione w 1 sg homotopijne wtedy i tylko
wtedy gdy maja rowne stopnie. Funkcja

¢([a]) = degar, a € Q(S',1),
jest wiec dobrze okreslona i réznowartosciowa. Funkcja ¢ jest homomorfizmem,
o([o][B]) = é([a]) + &([8]), dla a, B € Q(S*,1),

bo z i6.3.2, dla ¢ = degar i d = degf3, ¢([a][f]) = ¢([we]lwa]) = d([werwd]) =
¢([werd]) = ¢ +d.
Z wynika tez, ze ¢ jest epimorfizmem, ¢ jest wiec izomorfizmem.

Twierdzenie 6.3.8. Jesli przestrzen (X, T) jest tukowo spdjna, to dla dowolnych
punktow a,b € X, grupy m(X,a) i m(X,b) s¢ izomorficzne.

Dow6d. Wybierzmy droge h: I — X od a do b i zwigzmy z nig przeksztalcenie
$Ph - Q(Xv b) - Q(Xv CL),

h(3s), jesli s € [0,
(3) wn(a)={ a(3s—1), jedlise [%,
h(3(1—s)), jeslis e [z,

B
],
].
Jesli H jest homotopig miedzy petlami « i § zaczepionymi w b, to homotopie
miedzy petlami op,(«) i pp(5) zaczepionymi w a mozna okreslié¢ formutami

— oo =

h(3s), jesli s € [0, 3],
Hy(s,t) =< H(3s—1,t), jeslis e [%, 30

h(3(1 —s)), jeslis e [3,1].
Zatem klasa [pp ()] nie zalezy od wyboru reprezentanta klasy [«], co pozwala
zdefiniowaé ¢y, : m1(X,b) — m (X, a) formuta

(4)  on(la]) = [en(@)], dla [a] € m (X, D).

Argument podobny do uzytego w drugiej czeéci dowodu Lematu pokazuje,
ze dla o, f € Q(X,b), pr(axB) ~ op(a) *on(F), a wiec ¢y, jest homomorfizmem
grup.

Niech h(s) = h(1 — s) bedzie droga od b do a, odwrotng do h. Jedli o € Q(X,b)
i 8 e QX a), to pr(en(er)) ~ a i pp(pp(B)) ~ B, co uzasadnia sie podobnie,
jak druga cze$¢ Lematu [6.3.5] Zatem ¢5 i ¢, sa homomorfizmami wzajemnie
odwrotnymi, a wiec izomorfizmami.

Definicja 6.3.9. Dla przestrzeni tukowo spdjnej (X, T ), grupg podstawowq mi(X)
nazywaé bedziemy grupe izomorficzng z (X, a), dla dowolnego a € X .

7 Twierdzenia [6.3.7| otrzymujemy natychmiast

Whiosek 6.3.10. Grupa podstawowa okregu St jest izomorficzna z Z.
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6.4. Homotopijna réwnowazno$é. Na zakonczenie tego rozdziatu opiszemy
wazng klasyfikacje przestrzeni topologicznych, zwigzana z pojeciem homotopii.

Definicja 6.4.1. Przestrzenie topologiczne (X,Tx) i (Y,Ty) s¢ homotopijnie
rownowazne, jesli istniejq przeksztatcenia cigglte f : X — Y, g :Y — X ta-
kie, ze go f ~idx, oraz fo g~ idy.

Uwaga 6.4.2. Relacja homotopijnej rownowaznosci jest relacja rownowaznosci
w klasie przestrzeni topologicznych. Wyjasnienia wymaga jedynie przechodnio$c¢:
jesli X 1Y, oraz Y i Z sg homotopijnie rownowazne, to X i Z s homotopijnie
rownowazne. Niech f : X - Y, ¢g:Y - X, orazu:Y — Z, w: Z — Y beda
przeksztatceniami cigglymi Spelniajqcymi warunki go f ~idyx, fog ~ idy, oraz
wou ~ idy, uow ~ idy. Z[6.1.5 (B), (gow)o(uo f) = go(wou)o f ~ goidyo f =
go f ~idx, oraz (uo f)o(gow) —uo(fog)owwuoz'dyow:uowwidz.

Przyktad 6.4.3. (A) Przestrzen $ciagalna X jest homotopijnie réwnowazna z
przestrzenia jednopunktowa Y = {a}, a € X, bo dla zanurzenia iy : Y — X i
przeksztatcenia statego r : X — Y mamy r oiy = idy, oraz iy or ~ idx.

Poniewaz kazde dwie przestrzenie jednopunktowe sa homeomorficzne, z
wynika, ze kazde dwie przestrzenie $ciggalne sa homotopijnie réwnowazne. W
szczegolnosci, prosta euklidesowa i ptaszczyzna sa homotopijnie réwnowazne, ale
nie sa homeomorficzne, zob.

(B) Okrag S' = {(x,y) € R? : 2% + y? = 1} jest homotopijnie réwnowazny z
plaszczyzng bez punktu C* = R?*\{0}. Istotnie dla zanurzenia ig1 : S' — C*, oraz
przeksztatceniar : C* — S r(x) = T ( Z7r0) %> hie poruszajacego punktow St mamy

roigi =idg, za$ H : C* x I — C* okreslone formula H(z,t) = (1 —1+ = 0))3:
jest homotopia taczaca idcs z ig1 or.

Uwaga 6.4.4. Grupa podstawowa zbioru wypuktego X w przestrzeni euklide-
sowej jest trywialna: dla ustalonego a € X i petli a € Q(X,a), H(s,t) =
(1 — t)a + ta(s) jest homotopia miedzy ¢, i «, a wigc [a] = [e,]. W Uzupel-
nieniach wykazemy ogolniejszy fakt, ze grupy podstawowe tukowo spdjnych
przestrzeni homotopijnie réwnowaznych sa izomorficzne. W szczegdlnosci, grupa
podstawowa przestrzeni Sciagalnej jest trywialna.

7. UZUPELNIENIA

7.1. Otwarty zbiér wypukly w R" jest homeomorficzny z R". Niech
||z|[ = de(2,0), dla z € R*, B = {z € R" : |[z|| < 1} i niech W bedzie zbiorem
wypuktym w R"™ zawierajacym B. Dla x # 0, przyjmijmy

1 1.
_ _J @ jesli p(z) # oo,
p(z) =sup{t >0: H H eW},  qz) { 0 esli plx) = oo.

Okreslimy f: W — R"ig:R" — W formutami

1 . 41e 1 . -
toy = ) 2 dedtiw 20 [ () v Jedtiy A 0.
0, jesliz = 0, 0, jesli y = 0.
Funkcje f i g sa wzajemnie odwrotne (istotnie, dla © # 0, z, f(z) i g(f(z))
leza na jednej potprostej wychodzacej z 0 oraz ||f(z)||™' = |lz||™" — ¢(x) i
g™ = |yl + q(y)). Sprawdzimy, ze obie sa ciaglte, a wigc zbiory W i
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R™ sa homeomorficzne. Cigglos¢ funkcji f i ¢ w punkcie 0 jest widoczna. Dla
dowodu ciggtosci f i g w pozostatych punktach wystarczy sprawdzic¢, ze q jest
funkcja ciagta.

Ustalmy a # 0. Niech H bedzie hiperptaszczyzna przechodzaca przez 0 i pro-
stopadta do O_CL), C' = H N B iniech C" bedzie czedcig walca nad C' lezacg w
polprzestrzeni wyznaczonej przez H i punkt a. Z wypuktoéci W wynikaja naste-
pujace dwie obserwacje: jesli p(a) = oo, to W zawiera C'*, ajesli p(a) = r # oo, to
W zawiera stozek otwarty bedacy suma odcinkéw otwartych cb taczacych punkty
¢ € C z wierzcholkiem b = ra/||al| i jest roztaczny ze stozkiem otwartym be-

dgcym suma poltprostych otwartych wychodzacych z b w kierunku wektora cb,
dla ¢ € C. Zatem, jesli a,, — a, to p(a,) — p(a) (takze, dla p(a) = o0), a wiec
q(an) = q(a).

7.2. Strzalka i kwadrat leksykograficzny. (A) Wykazemy (zob. tez Zadanie
, ze strzalka, tzn. zbior liczb rzeczywistych R z topologia 7. generowang
przez baze ztozona z przedzialow (a, b|, nie jest przestrzenia metryzowalna.

Zatézmy przeciwnie, ze 7. = 7 (d) dla pewnej metryki d na R i niech B(a,r)
bedzie kula w (R,d) o srodku w a i promieniu r. Ustalmy a € R. Poniewaz
(—o00,a] € T_ = T(d), istnieje n takie, ze B(a, ) C (—00,a] i z kolei, istnieje m
takie, ze (a—%, al C B(a, %) Wynika stad, ze zbiory A, = {a € R: (a—%, al C
B(a, 1) C (o0, a]} pokrywaja R, a wigc jeden z nich jest nieprzeliczalny. Ustalmy
taki zbior A,,,,. W jednym z przedziatow [%, %], k=0,F1,F2,... lezy wowczas
nieskonczenie wiele elementéw A,,,, mozemy wiec wybra¢ a,b € A,,, takie, ze
a<bib—a < L. Poniewaza € (b—=L,b] C B(b, 1), mamyb e B(a, L) C (—o0,d,
co przeczy temu, ze a < b.

To samo rozumowanie pokazuje, ze przedzial (0, 1] z topologia podprzestrzeni

strzatki (R,7._) nie jest metryzowalny, a wiec (I%,7(<)), kwadrat leksykogra-
ficzny opisany w przyktadzie [1.2.8] nie jest metryzowalny, zob. Przyktad [1.2.10

(B) Pokazemy, ze kwadrat leksykograficzny (12,7 (<)) jest przestrzenia zwarta.
Poniewaz topologie wyznaczone przez porzadki liniowe (zob. sg Hausdorffa,
wystarczy sprawdzi¢, ze jesli U jest otwartym pokryciem kwadratu leksykogra-
ficznego, to I? mozna pokryé skoficzenie wieloma elementami .

Dla kazdego t € I wybierzmy Vi, W; € U takie, ze (t,0) € V; i (t,1) € W,.
Ustalmy 0 < ¢t < 1. Z okreslenia topologii 7 (<), zob. wynika istnienie
e > 0 takiego, ze kazdy punkt z I? lezacy miedzy (t —€,0) i (£,0), ze wzgledu
na porzadek leksykograficzny, nalezy do V;, a kazdy punkt lezacy miedzy (¢,1) i
(t+¢,1) nalezy do W;. Dla przedziatu euklidesowego J; = (t —e,t +¢) NI mamy
wiee (Jy x I)\ ({t} x I) € V; UW,. Podobnie mozna dobraé¢ przedziaty J; dla
t =01t = 1. Ze zwartosci przedziatu euklidesowego I, mozna wybra¢ pokrycie
skoficzone I = J;, U ... U J;,. Wowezas 12\ UL, (V;,, UW,,) € UL {t;} x L.
Na kazdym zbiorze {t} x I, topologia podprzestrzeni przestrzeni (I%,7(<)) jest
identyczna z topologia euklidesowa, zob. , a wiec zbiory {t} x I sa zwarte
w przestrzeni (12,7 (<)). Wynika stad, ze sume UY_ {t;} x I mozemy pokry¢
skonczenie wieloma elementami z U i w rezultacie mozemy wybraé z U skonczone
pokrycie I2.
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7.3. Dowolne iloczyny kartezjanskie i twierdzenie Tichonowa. Niech
(Xs,75), s € S, bedzie rodzina przestrzeni topologicznych, indeksowana elemen-
tami dowolnego zbioru S. Punktami iloczynu [],cg Xs sa funkcje u : S — Useg Xs
takie, ze u(s) € X, dla s € S.

Kostkami bazowymi w [],cq X5 nazywamy zbiory

(1) Tlses Vs, gdzie Vi € 7 i zbidr {s € S : V; # X} jest skonczony.

Rodzina B kostek bazowych (1) spelnia warunki (i), (ii) w[1.2.6] jest wiec baza
topologii w [[,cg Xs. Przestrzen ([I,cq X5, 7) z topologia generowana przez baze
B nazywamy iloczynem kartezjanskim przestrzeni (X, 75).

Uwaga 7.3.1. Podobnie jak w latwo sprawdza sie, ze iloczyn kartezjanski
przestrzeni Hausdorffa jest przestrzenig Hausdorffa.

Przyklad 7.3.2. Dla I = [0, 1], oznaczmy symbolem (R, 7') iloczyn kartezjanski
(ITser Ry, T), gdzie (Rs, 75) = (R, 7 (d.)) jest prosta euklidesowa.

Zbior C(I) funkcji ciagtych f : I — R jest podzbiorem R’ i niech 7, = T¢(p
bedzie topologia podprzestrzeni przestrzeni (R!, 7). Topologie 7, w C(I) nazywa
sie topologia zbieznosci punktowej.

Przestrzen (C(I),7,) jest niemetryzowalna. Zalézmy przeciwnie, ze pewna me-
tryka d na C(I) generuje 7,, niech 0 € C(I) bedzie funkcjg zerowa i niech B,
bedzie kulg o §rodku w 0 i promieniu + w przestrzeni metrycznej (C(I), d). Po-
niewaz B, € 7T,, istniejg kostki bazowe W,, = [[,cs V., gdzie V" sg otwarte w R
i zbiory T,, = {s € I : V" # R} sa skoiiczone, takie, ze 0 € W,, N C(I) C B,.
Ustalmy ¢t € I'\U,, T}, i niech U = [[,cg Us, gdzie Uy = (—%, %) iUs =R, dlas #t.
Poniewaz 0 € U i U € T,,, istnicje n takie, ze B,, C U iniech f € C(I) zeruje si¢
na 7T, i przyjmuje warto$¢ 1 w punkcie t. Wowcezas f € W, \ U, co przeczy temu,
ze W, NC(I) CU.

Topologia 7 (ds,,) generowana w C([) przez metryke okreslong w jest
silniejsza niz topologia zbieznosci punktowej, 7, C 7 (dsy,). Poniewaz przestrzen
(C(I),7T (dsup)) jest osrodkowa, zob. (A), wynika stad osrodkowosé prze-
strzeni (C(1),7,).

Kazda niepusta kostka bazowa (1) w R! zawiera funkcje ciagla z I w R, zbi6r
C(I) jest wige gesty w RT. W szczegdlnodcei, z osrodkowosci przestrzeni (C(1),7,)
wynika osrodkowos$é¢ iloczynu kartezjanskiego (R, 7).

Udowodnimy teraz uogdlnienie Twierdzenia [2.5.1] — twierdzenie Tichonowa.
Dowod bedzie przebiegal podobnie, ale poniewaz dopuszczamy dowolne zbiory
wskaznikow, odwotamy sie¢ do Lematu Kuratowskiego - Zorna, ktory orzeka, ze
jesli w niepustym zbiorze czesciowo uporzadkowanym P kazdy tanicuch (tzn. zbiér
ztozony z elementéw parami poréwnywalnych) jest ograniczony z gory, to w P
istnieje element maksymalny (w istocie, twierdzenie Tichonowa jest réwnowazne
Aksjomatowi Wyboru, rownowaznemu z kolei Lematowi Kuratowskiego - Zorna).

Zacznijmy od opisu zbioru czesciowo uporzadkowanego Q, ktéry wykorzystamy
w dowodzie twierdzenia Tichonowa.

Uwaga 7.3.3. Dla iloczynu [[,cg X, niech Q bedzie zbiorem wszystkich obcie¢
funkcji u € [[,cg Xs do niepustych podzbiorow T° C S. Dziedzing funkcji a € Q
bedziemy oznaczac przez T,, przy czym wygodnie bedzie traktowac funkcje a jako
zbiér par (s,a(s)). Dla a,b € Q@ moéwimy, ze a < b jesli a jest obcieciem b do T,
czyli a C b. Relacja < jest czesciowym porzadkiem w Q.
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Jesli C C Q jest tancuchem w Q, to

(2) ¢=U{a:a € C} nalezy do Q i ogranicza C z gory
oraz

3) T.=U{T,:acC).

Zauwazmy ponadto, ze Q = U{[lyer Xs : T C S, T # 0}, a iloczyn [[,cq X
jest zbiorem elementow maksymalnych w Q.

Twierdzenie 7.3.4. Dowolny iloczyn kartezjariski (I1seg Xs, T ) przestrzeni zwar-
tych (X, 1) jest przestrzeniq zwartq.

Dowdd. Przyjmijmy oznaczenia z Uwagi i potézmy
(4) X(T) =Tler X5y W*=W X Ilies\r Xs, dla W C X(T)iT C S,
(5) B(a) jest rodzina kostek bazowych w X (T,) zawierajacych a, dla a € Q,

zob. (1). Dazac do sprzecznodci, zatdézmy, ze istnieje otwarte pokrycie U iloczynu
kartezjanskiego X (), z ktérego nie mozna wybraé pokrycia skoficzonego i niech
P C Q sktada sie z elementéw a € Q spetniajacych warunek

(6) jesli W € B(a), to zbioru W* nie mozna
pokry¢ skonczenie wieloma elementami U.

Aby pokazaé, ze zbiér P jest niepusty, ustalmy ¢ € S. Zauwazmy, ze X ({t})
mozna identyfikowaé z X;. Gdyby kazdy punkt x € X; miat otoczenie V, takie, ze
(V)* ma pokrycie skoficzenie wieloma elementami U, to ze zwartosci Xy, iloczyn
X (S) miatby pokrycie skoniczenie wieloma elementami . Zatem X ({t}) NP # 0.

Pokazemy teraz, ze
(7) dlaaePite S\T,, wX(T,U{t}) istnieje b > a nalezace do P.

Dla z € Xj, niech b, € X(T, U {t}) bedzie przedtuzeniem a przyjmujacym w t
wartos¢ x. Jesli zadne b, nie jest w P, to dla kazdego x € X, istnieje otoczenie
V., C X, oraz kostka W, € B(a) takie, ze zbiér (W, x V,)* mozna pokry¢ skori-
czenie wieloma elementami U, zob. (6). Ze zwartosci Xy, X; = V,, U... UV, |
dla pewnych x; € X; i niech W =W, Nn...NW,, € B(a). Poniewaz V,,, i < m,
pokrywaja X;, kazdy element z W x X, nalezy do pewnego W, x V.., wiec
W c U, (W, x V,..)*, zob (4). Zatem W* mozna pokry¢ skonczenie wieloma
elementami U, co przeczy temu, ze a € P i konczy dowdd (7).

Niech C bedzie taficuchem w P i niech ¢ bedzie funkcja opisana w (2). Pokazemy,
ze ¢ € P. Rozwazmy kostke V' = [[,er, Vs € B(c). Zbior F'={s € T.. . V; # X,}
jest skonczony, zob. (5) i kazde s € F nalezy do dziedziny pewnej funkcji z C,
zob. (3). Poniewaz C jest tancuchem, istnieje funkcja a € C, ktérej dziedzina
zawiera F. Dla W = [lser, Vs € B(a), z F C T,, mamy V* = W*. Za € P
wynika wiec, ze zbioru V* nie mozna pokry¢ skonczenie wieloma elementami U.
Zatem c € P jest ograniczeniem z gory tancucha C, zob. (2).

Z Lematu Kuratowskiego - Zorna, w P istnieje element maksymalny u € P, a
z (7) wynika, ze u € X (5). W pokryciu U mozna wiec znalezé U zawierajace u.
Dla kostki W € B(u) zawartej w U, W* = W jest pokryty jednym elementem U,
co daje sprzeczno$¢ z (6) i konczy dowdd twierdzenia Tichonowa.
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7.4. Przestrzen ultrafiltréow. Ustalmy przestrzen dyskretng D. Filtrem w D
nazywamy niepustg rodzine F podzbioréw D taka, ze

(1) 0g Fijesli A,Be€ F,to ANBE¢c F,

(2) jesSi AC BC D, Ae F,to Be F.

Filtr w D, ktory jest maksymalny ze wzgledu na inkluzje w rodzinie wszystkich
filtrow w D nazywamy ultrafiltrem w D.

Uwaga 7.4.1. (A) Z lematu Kuratowskiego - Zorna wynika, ze kazdy filtr w D
rozszerza sie do ultrafiltru w D.

(B) Filtr F w D jest ultrafiltrem wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego A C D,
albo A albo D\ A nalezy do F.

(C) Kazdy punkt d € D wyznacza ultrafiltr 3, ={A € D :d € A}.

Przyjmijmy oznaczenia

(3) BD = {3 : 3 jest ultrafiltrem w D},

(4) OA)={3e€pD:Ac3}, ACD.

Zauwazmy, ze dla A, B C D

(5) OANB)=0(A)NO(B), O(AUB) =0(A)UO(B).

Pierwsza réwno$¢ w (5) wynika natychmiast z (1) i (2), a druga jest konse-
kwencja pierwszej i faktu, ze O(D \ C) = D\ O(C) dla C C D, zob. Uwaga
7.4.1) (B).

Z (5) wynika, ze

(6) B={0O(A): AcC D}
jest baza pewnej topologii 73 w SD. Sprawdzimy, ze

(7) (BD,T5) jest przestrzenia zwarta.

Jesli 31, 32 sa réznymi punktami D i A € 31\ 32, to O(A) i O(D \ A) sa
rozlgcznymi otoczeniami 3; i 35 w (8D, 73), zob. (5).

Niech U = {O(A) : A € A} bedzie pokryciem D zbiorami z bazy B topo-
logii 73, zob. (6). Rodzina C = {C C D: D\ C C U& dla skoniczonego £ C A}
zawiera dopelnienia wszystkich A € A, wiec nie rozszerza sie do ultrafiltru w D,
bo kazdy ultrafiltr 3 € D zawiera A € A takie, ze 3 € O(A), zob. (4). Z Uwagi
7.4.1] (A) wynika, ze C nie jest filtrem, co oznacza, ze ) € C, zob. (1) i (2). Zatem
dla pewnej skoriczonej rodziny € C A, UE =D iz (5), {O(A): A€ E} CU jest
skonczonym pokryciem BD, co konczy dowdd (7).

Utozsamiajac d € D z ultrafiltrem 3, okreslonym w Uwadze (C) (ktéry
jest punktem izolowanym w 5D, bo O({d}) = {34}) bedziemy traktowali D jako
podprzestrzen przestrzeni zwartej 5D.

Definicja 7.4.2. Przestrzen zwartq (6D, 73) bedziemy nazywali uzwarceniem
Cecha - Stone’a przestrzeni dyskretnej D.

Podstawowa wtasnos¢ SD jest opisana w nastepujacym twierdzeniu

Twierdzenie 7.4.3. Kazde przeksztalcenie f: D — X przestrzeni dyskretnej D
w przestrzen zwartg X ma ciggle przedtuzenie f°: D — X.
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Dowéd. Niech 3 € D. Istnieje wowcezas x € X takie, ze dla kazdego otoczenia
V punktu z, f~1(V) € 3.

W przeciwnym razie zbiory otwarte V takie, ze f~1(V) € 3 pokrywalyby X i ze
zwartodci X otrzymalibyémy skoriczone pokrycie Vi U... UV, = X, f~Y(V,,) € 3,
m < n. Z (5) mielibySmy U,,<, O(f (Vi) = D, az (4), 3 & U< O 1 (V).

Mozemy zatem okresli¢ f : 3D — X w taki sposob, ze
(8) f~YV) € 3 dla kazdego otoczenia V punktu f(3).

7 whasnoéci Hausdorffa X, punkt f%(3) jest wyznaczony jednoznacznie. Po-
nadto, f#(34) = f(d) dlad € D.

Dla dowodu ciagloéci f? pokazemy, ze przeciwobraz zbioru K domknietego w
X jest domkniety w 8D. Jedli 3 € (f°)"1(K), to istnieja roztaczne zbiory V, W
otwarte w X takie, ze f%(3) € Vi K C W (zob. dowéd [2.1.13). Z (8) i (4),
3 € O(f~%(V)) i analogicznie, (f°)"Y(K) C O(f~*(W)). Zbiér O(f~1(V)) jest
wigc otoczeniem 3 roztacznym z (f7)7!(K), co konczy dowédd twierdzenia.

o

Uwaga 7.4.4. 7 podanej wyzej konstrukeji uzwarcenia Cecha - Stone’a dla prze-
strzeni dyskretnych mozna wyprowadzié¢ twierdzenie Tichonowa [7.3.4]

Istotnie, niech Il;c5 X, bedzie iloczynem kartezjanskim przestrzeni zwartych i
niech py : lzes Xy — X beda rzutowaniami.

Poniewaz iloczyn kartezjanski przestrzeni Hausdorffa jest przestrzenia Haus-
dorffa zob. [7.3.1], wystarczy sprawdzi¢, ze g csX, jest ciagltym obrazem prze-
strzeni zwarte;j.

Niech D bedzie przestrzenia dyskretna o mocy réwnej mocy Ilgcs X, i niech f
bedzie dowolnym przeksztatceniem D na Il;cg.X;.

Kazde zlozenie p; o f : D — X, przedtuza sie, zgodnie z Twierdzeniem [7.4.3]
do przeksztatcenia cigglego (ps o f)? : 3D — X,. Przeksztalcenie przekatniowe
F . BD — Tl,e5X, okreslone formuty F(3)(s) = (ps o f)?(3) jest ciaglte (bo
pso F = (pso f)P, zob. (B)) i F(D) = f(D) = I,esX,.

Uwaga 7.4.5. Korzystajac z twierdzenia Tichonowa mozna podaé¢ kon-
strukcje uzwarcenia Cecha - Stone’a X dla wszystkich przestrzeni X, ktore
mozna zanurzy¢ w iloczyn kartezjanski odcinkéow (sa to doktadnie przestrzenie

speliajace warunek (ii) w(7.8.15] zob. Zadanie (A)).

7.5. Twierdzenie Jordana o rozcinaniu ptaszczyzny. fukiem nazywamy
przestrzen homeomorficzng z odcinkiem [0, 1], a krzywa Jordana, przestrzen ho-
meomorficzng z okregiem S'. Brzegiem zbioru A w przestrzeni topologicznej
(X, 7T) nazywamy zbiér bdA = A \ IntA.

Twierdzenie 7.5.1 (Jordana o rozcinaniu). Dla kaZdej krzywej Jordana C na
plaszczyznie euklidesowej R?, dopetnienie R? \ C' ma doktadnie dwie skladowe —
ograniczong i nieograniczong, przy czym C jest wspolnym brzegiem obu tych skia-
dowych.

Dowdd, ktéry podamy, pochodzi z artykutu Ryuji Maehara, The Jordan Curve
Theorem Via the Brouwer Fized Point Theorem, The American Math. Monthly
91(1984), 641-643 (jest to pewna wersja dowodu z ksiazki E. Moisa, Geometric
topology in dimensions 2 and 3, Springer 1977). Inny dowdéd mozna znalezé w Za-

daniu [T.33
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Moéwimy, ze zbiér zwarty L C R? rozcina plaszczyzne, jesli jego dopetnienie
R?\ L nie jest spdjne.

Zauwazmy, ze jesli zbiér zwarty L C R? rozcina plaszczyzne, to tylko jedna
sktadowa R? \ L jest nieograniczona.

Istotnie, jesli L C [—n,n] x [—n,n], to sktadowa nieograniczona dopetnienia
R?\ L przecina zbiér sp6jny R? \ [—n,n] x [—n,n] roztaczny z L, a wiec musi
zawiera¢ ten zbior.

Lemat 7.5.2. fuk L C R? nie rozcina plaszczyzny.

Dowéd. Zalézmy przeciwnie i niech U bedzie sktadows ograniczong dopetnie-
nia R? \ L. Mozna przy tym zalozy¢, rozpatrujac odpowiednie przeksztalcenia
x — r(z — a) plaszezyzny, ze (0,0) € U i U U L lezy we wnetrzu kota D? =
{x € R?: ||z]| < 1}, gdzie ||z|| = d.(z,0).

Z twierdzenia Tietzego, [1.6.5, identycznos¢ id : L — L mozna przedtuzy¢ do
przeksztalcenia cigglego u : LUU — L. Niech f : D?* — S! bedzie okreélone
formuta

— o) el x e UUL,

— jesli z € D*\ U.

Dlaz € (UUL)N(D?*\ U) = L obie czesci formuly pokrywaja si¢, wiec prze-
ksztalcenie f jest ciggle, zob. (B), ale nie ma punktéw stalych, co przeczy
Twierdzeniu Brouwera, [6.2.8]

Niech J = [-1,1].

Lemat 7.5.3. (A) Jesli f : J*> — R? jest przeksztalceniem cigglym, ktére prze-
prowadza kazde dwa przeciwlegle boki kwadratu J* w dwie méine pétplaszczyzny
domknigte ograniczone osiq wspéirzednych réwnoleglq do tych bokéw, to f(J?)
zawiera (0,0).

(B) Jesli drogi u,v : J — J* lgczq dwie pary przeciwleglych bokéw kwadratu J*
(to znaczy, ze u(i) € {i} x J, v(i) € J x{i} dlai e {-1,1}), tou(J)Nv(J) # 0.

Dowéd. (A) Niech f = (fi, f2). Zamieniajac, jesli trzeba, f; na —f;, mozna
przyjaé, ze f przeprowadza kazdy bok kwadratu J? w péiplaszezyzne domknieta
zawierajaca przeciwlegty bok.

Dazac do sprzecznosci zatézmy, ze (0,0) € f(J?). Dla z € J* punkt g(x) =

T (xl)‘ Zon f(x) lezy w przecigciu brzegu kwadratu bd.J? z potprosta wycho-

dzaca z (0,0) i zawierajaca f(x). Z whasnosci f wynika, ze g(z) # x dla x € J?,
co przeczy Twierdzeniu Brouwera, [6.2.§] (bo J2 jest homeomorficzne z D?).

(B) Przeksztalcenie f : [—1,1]*> — R? okreslone formuta f(s,t) = u(s) — v(t)
spelnia zalozenia czesci (A), wige f(s,t) = (0,0) dla pewnego (s,t) € J?, czyli

u(s) = v(t).

Dow6d Twierdzenia Jordana. (A) Niech C' C R? bedzie krzywa Jordana.
Zwartos¢ C' x C' i ciaglo$¢ metryki, zob. [[.4.4] zapewniaja istnienie punktéw
a,b € C takich ze d.(a,b) = sup {d.(x,y) : x,y € C}.

Wykorzystujac odpowiednie ztozenie izometrii ptaszczyzny i przeksztatcenia
(s,t) — (ris,rot), gdzie ri,r9 > 0, mozna przyjaé, ze a = (—1,0), b = (1,0),
C C J? oraz a, b s3 jedynymi punktami C' lezacymi na brzegu kwadratu bd.J?.
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Niech p = (0,1), ¢ = (0, —1). Na mocy Lematu [7.5.3](B), odcinek pg = {0} x J
taczacy p z q przecina C' i niech p; = (0, s1) bedzie najwyzszym punktem tego
przeciecia, tzn. s; = max{s € J: (0,s) € pgN C}.

Punkty a i b dzielg krzywa Jordana C na dwa tuki J, i J,, przy czym przyj-
mujemy, ze p; € J,. Niech po = (0, s3) bedzie najnizszym punktem odcinka pg
lezacym na tuku Jy, tzn. so = min {s < sy : (0,s) € J,} (moze by¢ p; = pa).

Zauwazmy, ze odcinek paq przecina tuk J,.

W przeciwnym razie, oznaczajac przez pip» czes¢ tuku J, laczaca pi1 z po,
otrzymalibySmy tuk ppr U p1ps U Paq, ktory taczy p z ¢, wymijajac tuk J, taczacy
a z b, sprzecznie z Lematem [7.5.3] (B).

Niech ¢; = (0,t;) bedzie najnizszym, a ¢ = (0,t2) najwyzszym, punktem
odcinka gp; lezacym na tuku J,, tzn. t; = min {t < s9:(0,t) € J,} oraz ty =
max {t < s9: (0,t) € J,} (moze by¢ ¢; = ¢a).

Zauwazmy, ze @y # po 1 poniewaz tylko konce odcinka qps leza w C', wiec
c= WTPQ ¢ C.

(B) Pokazemy, ze sktadowa U dopelnienia R? \ C' zawierajaca punkt c jest
ograniczona.

W przeciwnym razie istnialaby droga f : [0,1] — U taczaca w U punkt ¢
z pewnym punktem z € U NbdJ?, przy czym mozna przyjaé, ze f(t) ¢ bdJ?, dla
t <1, a wiec f jest droga w U N J2.

Jedli druga wspotrzedna punktu z jest ujemna, to punkt z mozna potaczy¢ z q
tukiem L w bd.J? wymijajacym a i b. Woéwezas droga biegngca najpierw tukiem
pp1 U p1p2 U Pac, potem droga f, a nastepnie tukiem L, taczy w J? punkty ¢ i p,
wymijajac tuk J,, co przeczy Lematowi m (B).

Podobnie, jesli druga wspoétrzedna punktu z jest dodatnia, niech M bedzie
tukiem w bd.J? taczacym z i p oraz wymijajacym a i b. Woéwezas droga biegnaca
najpierw odcinkiem ge, potem droga f, a nastepnie tukiem M, laczytaby w J?
punkty ¢ i p, wymijajac tuk J,, sprzecznie z Lematem m (B).

Tak wiec, U jest ograniczone, a poniewaz bdU C C'i zgodnie z Lematem [7.5.2]
zaden wladciwy podzbior zwarty C nie rozcina R?, mamy takze bdU = C.

(C) Poniewaz zbior R?\ J? jest sp6jny, sktadowa nieograniczona V' dopetnienia
R?\ C zawiera R?\ J2. Pokazemy, ze V i sktadowa ograniczona U okreslona w (B)
sg jedynymi sktadowymi R? \ C.

Zalozmy przeciwnie, ze W jest sktadowa R? \ C rézng od U i V. Wowcezas
W C J? jest sktadowa ograniczong R? \ C' i podobnie jak dla U, bdW = C.

Zauwazmy, ze bdJ? \ {a,b} C V, stad takze (pp1 Uqqr) \ {p1,q1} C V, zatem
W N (bdJ?UC Upp; Uqqr) = 0. Ponadto, poniewaz pagz C UUC, W Npage = 0.

Zatem, oznaczajac przez ¢aqq czes¢ tuku J, laczaca qo z ¢i, otrzymujemy tuk
T =pp1 Upipe U@z U Gaqh U Giq, ktory taczy p z ¢, wymijajac W U {a, b}.

Niech B,, By, beda kotami o srodkach w a i b, odpowiednio, roztacznymi z tu-
kiem T'. Poniewaz a,b € bdW, W przecina B, i By, a wiec mozna znalez¢ droge
w WU (J?2N (B, U By)), ktéra taczy punkty a i b, wymijajac tuk T', sprzecznie

z Lematem (B).

(D) Pozostaje do wykazania, ze takze dla sktadowej nieograniczonej V' do-
petienia R? \ C, bdV = C. To jednak tatwo mozna sprowadzi¢ do przypadku
sktadowej ograniczonej dopetnienia C', rozpatrujac inwersje z — % plaszczyzny
zespolonej C z usunigtym zerem.
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7.6. Twierdzenie Brouwera o punkcie stalym. Przyjmijmy oznaczenia:
|lz = yl| = de(z,y), dla z,y € R", D" = {z € R* : |[z|| < 1}, "7 =
{r eR": |Jz|| =1}

Twierdzenie 7.6.1. Nie istnicje retrakcja kuli D™ na sfere ST~1, tzn. nie istnieje
przeksztalcenie ciggle v : D™ — S"! takie, ze r(x) = x, dla x € S"!.

Udowodnimy najpierw pewna wersje tego twierdzenia dla przeksztatcen klasy
C*, tzn. dla funkcji nieskonczenie wiele razy rézniczkowalnych (odwotujac sie do
materiatu wchodzacego w zakres pierwszego semestru Analizy II), a nastepnie
pokazemy, jak wyprowadzi¢ stad Twierdzenie [7.6.1]

Zacznijmy od pewnej tozsamosci, zwigzanej z rézniczkowaniem wyznacznikow.

Uwaga 7.6.2. Niech H : U — R" bedzie przeksztalceniem klasy C> na zbiorze

U otwartym w R™™ i niech, dla v = (uy, ..., ups1) € U,
1) i) = detf a2 )]

gdzie daszek oznacza, ze i-ta kolumna g—i(u) macierzy po prawej stronie (1)

zostata pominigta. Wowcezas

(2)  ZHEN(-1) §E(u) =0, uwel,

co wynika z reguly rézniczkowania wyznacznika (zob. M.Spivak, Analiza na roz-

0°H __ _0°H
h 8u16u] - 8'u,j(9ui’
pewnionej przez zatozenie, ze H jest klasy C* (dla n = 1, formuta (2) stwierdza
réwnosé pochodnych mieszanych).

maitosciach, 2.15), oraz z réwnosci pochodnych mieszanyc za-

Lemat 7.6.3. Nie istnieje przeksztatcenie f : G — R™ klasy C*° okreslone na
zbiorze otwartym G wR" zawierajgcym D" takie, Ze f(G) C S™7 ', oraz f(x) = x,
dla v € S

Dowdéd. Dazac do sprzecznosci, zatézmy, ze f : G — R" jest takim przeksztal-
ceniem, niech

(3) H(z,t)=(1—t)x+tf(x), hx)=H(z,t), dla(z,t)e G xR,
i niech

(4) J(z,t) =det[dhi(x)], V(t) = [pn J(x,t)dx,
gdzie dh; jest pochodna przeksztalcenia h; : G — R™. Z (3), ho(x) = z, zatem
J(x,0) = 11 V(0) jest objetoscig kuli D", zob. (4). Takze z (3), hi(z) = f(x)
i poniewaz f(G) C S™1, df(x) nie jest izomorfizmem, a wigc J(z,1) = 0 i
V(1) =0, zob. (4).

Aby dojs¢ do sprzecznodci, wystarczy wykazaé, ze funkcja V() jest stala, tzn.

(5) V'(t)=0, dla teR.

Rézniczkujac catke z parametrem, mamy V'(t) = 4 [, J(z, t)dz = [p. 22 (z, t)dx.

Przyjmijmy oznaczenia z Uwagi [7.6.2) gdzie U = G X Riu = (21,...,2,,t) €
U.Z (1), 4) i 3), J(x,t) = Ju1(x,t), zatem z (2), V'(t) jest suma calek

F /pn gf (x,t)dz, i < n. Ustalmy ¢ < n i niech D! bedzie przekrojem D" hi-

perplaszczyzna x; = 0, oraz dla z € DP, niech 2z~ , 2™ beda punktami na sferze
S"~! wyznaczajacymi prostg prostopadta do DI, przechodzaca przez z, przy czym

i-ta wspélrzedna 2z~ jest ujemna, a z* - dodatnia. Wowczas,

/Dn gi (x,t)dx = /D? [/ 0J (x,t)dxi] dz = /D?[Ji(er,t) — Ji(z7,t)]dz.

[z7,27] 8@
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Jesli z € S™1 to f(x) = x iz (3), H(z,t) = x, a wigc 8H(m t) = 0. To
oznacza, ze dla x € S" !, i < n, ostatnia kolumna macierzy w (1) jest zerowa i
Ji(z,t) = 0. W szczegdlnosci, J;(z,t) = 0 = J;(z~,t), mamy wiec (5), co konczy
dowdd lematu.

Pomostem miedzy Lematem i Twierdzeniem sa gladkie rozktady
jedynki, ktére opiszemy w nastepnym lemacie, zob.

Dla funkcji A : G — [0,1] symbolem cozA oznaczaé bedziemy dopelnienie
zbioru, na ktérym A przyjmuje warto$¢ zero: coz\ = {x € G : A(z) # 0}.

Lemat 7.6.4. Niech K C R"™ bedzie zbiorem zwartym i € > 0. Istnieje wowczas
2bior otwarty G C R™ zawierajgcy K, oraz funkcje \; : G — [0, 1] klasy C™ takie,
ze

(6) diam(coz);) < e, cozA\, N K # 0, dla i <m,

(7) M@)+...+Ap(x) =1, dla z€G.

Dowdd. Funkcja ¢ : R — R okreslona formutami

1
exp(—=), t>0,
W):{o e T

jest klasy C*°. Dla kostki otwartej W = (ay,b1) X ... X (an, b,), funkcja

ow(x1,. .., x, ﬁ o(b; — z;))

jest klasy C*° i W = {z € R": gpw(a:) > 0}.

Ustalmy € > 0, pokryjmy K kostkami otwartymi Wi,...,W,, o srednicach
< g, przecinajacymi K i przyjmijmy ¢; = ow,, 0 = @1+ ... + @, oraz G =
Wiu...UuW, = {z € R": o(z) > 0}.Wowczas funkcje \; = 2, 7 < m, maja
zadane wlasnosci.

Dowdd twierdzenia (7.6.1. Zalézmy, ze istnieje retrakcja T -
Rozszerzymy r w sposéb cigglty na R", przyjmujac r(x) = || S Sn= 1 ydlax & D"

Niech § > 0 bedzie takie, ze r przeksztatca kazda kule B(x,d) o Srodku wx €
D" na zbiér o rednicy < 3, zob. . Przyjmijmy ¢ = min(0, %) iniech \; : G —
R beda funkcjami opisanymi w Lemacie (dla K = D™), ponumerowanymi
tak, ze przecigcie zbioru coz\; = {x : N\i(z) > 0} ze sferg S"~! jest niepuste dla
i<pipustedlai=p+1,...,m. Wybierzmy a; € coz)\;, przy czym a; € S™ !
dla ¢ < p, i niech

8) g(z) = Ai(@)r + 30 Ai(@)r(a;), dlaz € G.

Poniewaz dla i < p, r(ai) = a;, z (7)1 (8) mamy g(z) — r(z) = Xr_; Ni(x)(x —
a;) + X0 Ni(z)(r(a;) — r(x)). Jesli \(z) > 0, to z,a; € coz);, a wiec z (6),
|z —ai|] < 5 i||r(a;) —r(2)|| < 3. Wynika stad, ze |[g(z) — r(z)]| < 1, a zatem
g(x) #0,dla z € G. Mozemy wiec okresli¢ funkcje f : G — R™ klasy C*° formuta

9)  fle) =28, zed.

\
Zauwazmy, ze f(G) C S"71 Jedli z € S"71 to \(z) =0 dlai > p+ 1, zatem z
(8)i(7), g(x) =z iz (9), f(z) = x. Otrzymali$my sprzeczno$¢ z Lematem [7.6.3]

Whniosek 7.6.5 (Twierdzenie Brouwera). Dla kazdego przeksztalcenia cigglego
f: D™ — D" istnieje x € D™ takie, ze f(x) =
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Dowdd. Jesli dla pewnego przeksztalcenia ciggltego f : D™ — D™ mieliby$my
f(z) # z dla kazdego x € D™, to argument opisany w dowodzie Wniosku
prowadzitby do retrakcji r : D* — S™"~!, co przeczyloby Twierdzeniu [7.6.1}

Whniosek 7.6.6. Sfera S™ jest niesciggalna.

Dowéd. Zalézmy, ze istnieje homotopia H : S™ x I — S™ laczaca idgn z prze-
ksztalceniem statym e,. Woéwczas przeksztalcenie ciggte r : D" — S™ okrelone
formuty r(x) = H(H%,l — ||z]|), dla  # 0, oraz r(0) = a, jest retrakcja, co

przeczy Twierdzeniu [7.6.1]

Uwaga 7.6.7. Dowdd kluczowego Lematu [7.6.3] jest wziety z ksiazki N.Dunforda
i J.T.Schwartza, Linear Operators, New York 1958. Interesujaca dyskusje tego do-
wodu mozna znalezé w artykule N.V.Ivanova, A topologist’s view of the Dunford -
Schwartz proof of the Brouwer Fized-Point Theorem, Mathematical Intelligencer
22 (3) (2000), 55 — 57. Inne dowody twierdzenia Brouwera, kombinatoryczny i ana-
lityczny, oraz liczne odsytacze do literatury, mozna znalezé w ksigzce K.Goebela,
Twierdzenia o punktach statych, Lublin 2005.

7.7. Przedluzanie przeksztalcen cigglych w sfery. Twierdzenie [7.6.1] po-
kazuje, ze identycznosci id : S™ — S™ nie mozna przedtuzy¢ do przeksztatce-
nia ciggltego kuli D" o wartosdciach w S™. Wykazemy, ze kazde przeksztalcenie
ciagte z domknictego podzbioru kuli D™ w S™ ma ciagle przedtuzenie na D™
i wyprowadzimy stad twierdzenie Brouwera o niezmienniczosci obszaru w R™ oraz
twierdzenie Borsuka o rozcinaniu R".

Zaczniemy od bardzo uzytecznego twierdzenia Borsuka o przedtuzaniu homo-
topii.

Lemat 7.7.1 (Twierdzenie Borsuka o kapeluszu). Niech A bedzie domknietym
podzbiorem przestrzeni metryzowalnej X i niech f : A — S™ bedzie przeksztal-
centem ciggtym. Jesli istnieje homotopia H : A x I — S™ lgczgca f z prze-
ksztatceniem g : A — S™, ktore ma ciggle przedtuzenie g : X — S™, to f tez
ma ciggle przedtuzenie f : X — S™, prazy czym H przedtuza sie do homotopii
H:X x1— S™ lgczqeej f 2.

Dowéd. Przyjmijmy, ze H(x,0) = g(z), H(z,1) = f(x) i okreslmy przeksztatce-
nie F': X x {0} UA x I — 8™ wzorem

[ glz),  jesli t=0,
(1) F(z,t) = { H(x,t), jedli z € A.

Przeksztalcenie F jest ciggle, zob. (B) i przyjmuje wartosci w kuli D™,
ktora jest homeomorficzna z kostka [—1,1]"*. Niech F : X x I — D" bedzie

ciagltym przedtuzeniem F' (zob. [1.6.5)) i niech

(2) B = {:EEX:F(x,s):Odla pewnegosé[}.

Zbiér B jest domkniety w X jako rzut zbioru domknictego F 71({0}) CXxI
réwnolegly do osi zwartej I (zob. Zadanie [2.14)). Niech u : X — I bedzie funkcja
ciagla taka, ze

(3) ulB=0, ulA=1.

Zauwazmy, ze zawsze
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(4)  F(z,tu(z)) #0,
bo dla = &€ B, (4) wynika z (2), a dla x € B, F(z,tu(z)) = F(x,0)) = g(z) € S",
zob. (3) i (1).
Szukang homotopi¢ mozna wigc okresli¢ formuta, zob. (4), (1) i (3)
I7 _ F(z,tu(x))
H(@,1) = TRzt
Kolejny lemat opisuje podstawowa wtasnos¢ topologiczng zwigzang z wymia-

rem liniowym przestrzeni R". Przypomnijmy, ze dla funkcji A : X — I, cozA =
{z € X : \(z) # 0}.

Lemat 7.7.2. Dla kazdego 6 > 0 istnieje rozktad jedynki Ny, ..., A\ : D" — I na
kuli D™ taki, ze diam(coz);) < 0 i kazdy punkt D™ nalezy do nie wigcej niz n + 1
zbioréw cozAj, j =1,...,m.

Dowdd. Powiemy, ze zbiér ograniczony A w R” ma wtasnosé Dy, jesli dla kazdego
0 > 0 istnieje otwarte w R™ pokrycie A zbiorami o Srednicach mniejszych niz ¢
takimi, ze kazdy punkt R" nalezy do nie wigcej niz k+ 1 elementow tego pokrycia.

Przez indukcje udowodnimy, ze kazdy zbior ograniczony lezacy w skonczonej
sumie k-wymiarowych podprzestrzeni afinicznych R™ ma wtasnos¢ Dy. Dla k =n
oznacza to w szczegdlnosci, ze kula D™ ma wlasnos¢ D, i teza wynika z twierdzenia
o rozktadach jedynki, zob. [1.6.2]

Oczywiscie, zbiory skonczone w R™ maja wtasnosé¢ Dy. Ustalmy 6 > 0 i za-
t6zmy, ze A jest zbiorem ograniczonym lezgcym w sumie skonczonej rodziny P
k-wymiarowych podprzestrzeni afinicznych R™. Niech H bedzie skonczong ro-
dzing hiperptaszczyzn w R"™ o réwnaniach postaci x; = ¢ wyznaczajaca parami
roztaczne otwarte w R" skonczone pokrycie Wy zbioru A\ U H kostkami o $redni-
cach mniejszych niz 6. Pozostata czes¢ ANUH lezy w sumie przecie¢ PN H, gdzie
P € Pi H € 'H. Przesuwajac w razie potrzeby hiperptaszczyzny z ‘H mozemy
dodatkowo zatozy¢, ze zadne H € H nie zawiera zadnej z podprzestrzeni P € P,
wigc niepuste przecigcia P N H sg podprzestrzeniami afinicznymi R™ wymiaru
mniejszego niz k. Korzystajac z wtasnosci Dy zbioru A N UH otrzymujemy
otwarte pokrycie W tego zbioru takie, ze Wy U W jest szukanym pokryciem A.

Twierdzenie 7.7.3. Niech f: A — S™ bedzie przeksztatceniem cigglym okreslo-
nym na domknigtym podzbiorze kuli D". Istnieje wowczas przeksztatcenie ciggle
f: D" — S™ takie, Ze f|A = f.

Dowdéd. Niech U bedzie otwartym pokryciem kuli D™ takim, ze diam f(UNA) <
dlaU e U.

Niech 0 > 0 bedzie liczbg Lebesgue’a dla U i niech Ay, ..., A\, : D™ — [ bedzie
rozktadem jedynki na D™ opisanym w [7.7.2]

Okreslmy g : D™ — D™ wzorem

(5)  glx) =X Aj(2)by,
gdzie punkty b; € S™ wybrane sa nastepujaco: b; = f(a;) dla pewnego a; €
cozA; N A jesli to przeciecie jest niepuste oraz b; = (0,...,0,1) w przeciwnym
wypadku.

Dla z € A, g(z) = X {\;j(x)f(a;) : x € coz)\;}, wiec g(z) jest wypukta kombi-
nacja punktow f(a;) takich, ze ||f(z) — f(a;)|| < i mamy

(6) g(z) € B(f(x),%), dlaxe A.

)4

1
4
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Ponadto, dla dowolnego = € D", A\;(x) # 0 dla co najwyzej n+ 1 wskaznikow j,
zatem g(D™) lezy w skonczonej sumie podprzestrzeni afinicznych wymiaru < n
w R™ (zob. (5)) i mozemy wybra¢ a € B(0, 1) \ g(D™). Niech

(1) ha)= A0 ce DY ae BO,Y)\ g(D")
Z (7)1 (6) wynika, ze dla x € A, f(x) i h(x) nie sa punktami antypodycznymi,
zatem

_ tf@)+(1-t)h(z)
H(x,t) = [[tf @)+ —t)h(z)]|

jest homotopia H : Ax I — S™ pomiedzy h|A i f. Teza wynika wiec z twierdzenia
Borsuka [.7.1]

Uwaga 7.7.4. W Twierdzeniu kule D" mozna zastgpi¢ sferg S™, bo dla
domknietego zbioru A C S™, b € S™\ A i dodatniego r < 2 takiego, ze kula B =

B(b,r) w R""! jest rozlaczna z A, zaréwno S™\ B jak i B N S™, sa homeomorficzne
z D"

Uwaga 7.7.5. Niech U C R" bedzie ograniczonym podzbiorem otwartym, a € U
i niech

Wa(l‘):ﬁ, x # a.

Przeksztalcenia m,| U\U :U\U — S"! nie mozna przedtuzy¢ do cigglego prze-
ksztalcenia z U w S"1. W szczegdlnosc, z twierdzenia Borsuka 7.7.1} 7, |U\U
nie jest homotopijne z przeksztalceniem statym z U \ U w S™~1.

Istotnie, dazac do sprzecznosci zalozmy, ze istnieje ciagte g : U — S™ ! takie,
ze g|U\U = 7,|U\ U. Niech U C B(a,r) i niech f : D" — S"~! bedzie dane

wzorem
gla+rx), jedli a+roxeU,

o - T__

mo(a +rx), jesli a+rx € B(a,r)\ U.
Przeksztalcenie f jest ciagte, zob. (B). Dla z € S™ ' a+rx ¢ U, wigc

flz) = ma(a +rx) = % = x, czyli f jest retrakcja kuli D" na jej brzeg S™,

I

sprzecznie z Twierdzeniem [7.6.1}

Twierdzenie 7.7.6. Niech K C R" bedzie zbiorem zwartym. Wowczas a € K
nie nalezy do wnetrza K w przestrzeni R™ wtedy 1 tylko wtedy, gdy a ma dowolnie
male otoczenia otwarte U w przestrzeni K takie, Ze kazde przeksztalcenie ciggle
f:K\U — S"! moina przedtuzyé do cigglego przeksztatcenia f : K — S™!

Dowéd. Zalézmy najpierw, ze a nie nalezy do wnetrza K w przestrzeni R".
Ustalmy r > 0, wybierzmy b € B(a,r) \ K i przyjmijmy

(8) U=B(a,r)NK, S(a,r)={x eR": ||z —a|| =7}.

Niech f : K\ U — S"! bedzie przeksztalceniem ciaglym. Poniewaz S(a,r)
jest sfera (n — 1)-wymiarowa, z f1S(a,r) N K mozna przedtuzy¢ w sposdb
ciagly na S(a,r), a wiec otrzymujemy przeksztalcenie ciggte g : K\UUS(a,r) —
S™=1 przedtuzajace f. Ciagle przedtuzenie f : K — S" ! przeksztalcenia f
mozemy teraz okresli¢ przyporzadkowujac punktowi z € U punkt ¢(T), gdzie ®
jest punktem przeciecia S(a, ) z poélprosta wychodzaca z b i zawierajaca z (z (8),
U\U C S(a,r), wigcdlaz € U\ U mamy z =z i f(z) = f(x)).
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Na odwrét, jesli dla pewnego r > 0, B(a,r7) C K, to z[7.7.5, dla dowolnego
otoczenia otwartego U punktu a lezacego w B(a, ), obciecia m,| K\ U przeksztal-

cenia okreslonego w nie mozna przedtuzy¢ do przeksztalcenia ciggltego z K
w Sl

Whiosek 7.7.7 (Twierdzenie Brouwera o niezmienniczosci obszaru). Niech G C
R™ bedzie zbiorem otwartym i niech h : G — h(G) bedzie homeomorfizmem na pod-
zbior R™. Wowczas h(G) jest zbiorem otwartym w R™.

Dowéd. Niech a € G'i B(a,r) C G. Stosujac do K = h(B(a,r)) wnosimy,
ze h(a) lezy we wnetrzu K w R™.

Udowodnimy teraz klasyczne twierdzenie Borsuka o rozcinaniu przestrzeni eu-
klidesowych.

Bedziemy méwili, ze zbiér zwarty A C R"™ rozcina R™, jesli dopelienie R™ \ A
nie jest spdjne — ma co najmniej dwie sktadowe (zauwazmy, ze w R" sktadowe
zbioréw otwartych sa otwarte).

Jesli A lezy w kuli B(0,7) i n > 2, to doktadnie jedna sktadowa zbioru R" \ A
zawiera zbior spojny R™\ B(0, ), a pozostate sktadowe sa ograniczone. Tak wiec,
zbiér zwarty A C R™ rozcina R"™ wtedy i tylko wtedy, gdy R™ \ A ma sktadowa
ograniczong — istnieje otwarty ograniczony zbior spojny U w R" taki, ze U\U C A.

Twierdzenie 7.7.8 (Borsuka o rozcinaniu). Dla n > 2, zbior zwarty A C R"
rozeina R™ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przeksztatcenie z A w S™! nie ho-
motopigne z przeksztatceniem statym.

Poniewaz zgodnie z sfera S™~! nie jest $ciggalna, wynika stad w szczegdl-
nosci, ze kazdy zbiér w R™ homeomorficzny z S™~! rozcina R™.

Dowod poprzedzimy uwaga odwotujaca sie do Lematu Kuratowskiego -
Zorna, przypomnianego przed [7.3.3]

Uwaga 7.7.9. Niech f : A — S"~! bedzie przeksztalceniem cigglym okreélonym
na podzbiorze domknietym A zwartej przestrzeni X. Jesli f nie ma ciggtego
przedtuzenia na X, to w X istnieje zbiér zwarty K zawierajacy A taki, ze f nie
ma ciggtego przedtuzenia na K, ale ma ciggte przedtuzenie na dowolny zwarty
podzbiér whasciwy K zawierajacy A.

Dla uzasadnienia, rozpatrzmy rodzine W wszystkich zbiorow W otwartych w
X, roztacznych z A i takich, ze f nie ma ciaglego przedtuzenia na X \ W. Rodzine
W rozpatrujemy z naturalnym czesciowym porzadkiem wyznaczonym przez in-
kluzje. Z Lematu Kuratowskiego - Zorna, wystarczy pokaza¢, ze suma dowolnego
tancucha w W jest elementem W.

Dazac do sprzecznosci zatozmy, ze V jest tancuchem w Widla V = [JV istnieje
ciagte g : Z\'V — S"! takie, ze g|A = f. Podobnie jak w dowodzie
istnieje wtedy ciggle przedtuzenie g : X — D" przeksztatcenia g na X i mozemy
okresli¢ ciggte przedtuzenie h : X \ g ~1(0) — S"! przeksztalcenia g wzorem
h(w) = e

Rodzina V jest otwartym w X pokryciem zwartego zbioru g ~1(0), a poniewaz
V jest laficuchem, istnieje W € V zawierajacy g ~'(0). Obcigcie przeksztalcenia
h do X \ W jest ciaglym przedtuzeniem f, wbrew okresleniu rodziny W.
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Przejdziemy teraz do dowodu [7.7.8]

Dowéd. Niech A C R™ bedzie zbiorem zwartym, n > 2.

Zalézmy najpierw, ze istnieje ciggle przeksztalcenie f : A — S™ ! nie ho-
motopijne z przeksztatceniem statym, wybierzmy r > 0 takie, ze A C B(0,r) i
potézmy X = B(0,7).

Przestrzen X jest $ciagalna, wiec f nie ma ciagtego przedtuzenia na X, zob.
Zadanie [6.3] Niech K bedzie zwartym podzbiorem X o wlasnosciach opisanych w
. Dla kazdego a € K\ A i jego otwartego w K otoczenia V roztacznego z A,
f ma ciagte przedtuzenie fy na K \ V. Poniewaz fy nie ma przedtuzenia na K,
Z wnioskujemy, ze kazdy punkt z K \ A lezy we wnetrzu K w przestrzeni
R", a wiec U = K \ A jest zbiorem otwartym w R". Poniewaz U \ U C A, kazda
sktadowa zbioru U jest ograniczona sktadowa R™ \ A, zatem A rozcina R™.

Na odwrdét, zalézmy, ze A rozcina R™ i niech U C R™ bedzie ograniczonym
zbiorem otwartym takim, ze U\U C A. Uwaga daje wowczas przeksztatcenie
ciagte z A w R", ktore nie jest homotopijne z przeksztalceniem statym.

7.8. Przestrzenie normalne i przestrzenie parazwarte. Twierdzenie Tiet-
zego|1.6.5/o przedtuzaniu przeksztatcen cigglych mozna rozszerzy¢ na nastepujaca
klase przestrzeni.

Definicja 7.8.1. Przestrzen Hausdorffa X jest normalna jesli dla kazdej pary
A, B roztgcznych, domknietych podzbiorow X istniejg rozlgezne zbiory otwarte

U,V takie, 2¢ ACU, BCV.

Uwaga 7.8.2. (A) Przestrzenie metryzowalne i przestrzenie zwarte sa normalne,
zob. Zadania [1.1] (A) iR.1§

(B) Jesli F' jest zbiorem domknietym w przestrzeni normalnej X i Ay, A; C F
sa roztacznymi zbiorami domknietymi, to istnieja zbiory domknicte Fy, F} w X
takie, ZeF:FOUF1 oraz AomFl :@1A1HF0:(Z)

Lemat 7.8.3 (Lemat Urysohna). Dla kazdej pary A, B roztgcznych, domknietych
podzbiorow przestrzeni normalne; X istnieje funkcja ciggta f : X — I taka, Ze
fIA=01: fIB=1.

Dowéd. Dla n = 0,1,..., niech S, bedzie rodzing przedziatow [%, %], k =

0,1,...,2" — 1. Korzystajac z (B), mozna okresli¢ indukcyjnie ze wzgledu
na n, zbiory Fg, S € §,, domkniete w przestrzeni X takie, ze

(1)  F(0,1]) =X, F(S)=F(S))UF(Sy), jesli § = Sy U Sy,
2)  ANF(E EL)=0dlak>0i BNF([L L) =0 dlak<2" —1.

2ny  92n 27, on

(3) jesli Sy, S1 € S, sa roztaczne, to F(Sy) N F(S;) =0,
Przyjmijmy dlan =1,2,...
(4) F,=U{F(S)xS:SeS§,}CcXxI.

Zbiory Fy D Fy D ... sa domknicte w X x [ oraz, dla kazdego x € X in > 1,
sekcja {t € I : (x,t) € F,} jest niepusta i ma Srednice < 2457, zob. (1), (3) i (4).
Zatem N, F,, jest wykresem pewnej funkcji f : X — [. Poniewaz f ma wykres
domkniety w X x I i odcinek jest zwarty, funkcja f jest ciggta, zob. Zadanie

Z (2) wynika, ze f|A=01 f|B =1, zob. (4).
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Lemat pozwala przenie$é na przestrzenie normalne Twierdzenie
o rozkladach jedynki. W dowodzie bedziemy korzystali z charakteryzacji prze-
strzeni normalnych wynikajacej bezposrednio z[7.8.3] Przypomnijmy, ze dla funk-
cjid: X — I, cozh = {x € X : \N(x) # 0}.

Uwaga 7.8.4. Przestrzen Hausdorffa X jest normalna wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego zbioru domknietego A i zbioru otwartego W zawierajacego A istnieje
funkcja ciaglta ¢ : X — [ taka, ze p|A =11 cozp C W.

Twierdzenie 7.8.5. Niech {Wy, Wy, ..., Wy} bedzie skoriczonym otwartym po-
kryciem przestrzeni normalnej X. Istniejg wowczas funkcje ciggle \; : X — [
takie, Ze cozh; C Wy, i =1,...,m, oraz X" Ni(x) =1, dlax € X.

Dowéd. Udowodnimy przez indukcje, ze dla kazdego zbioru A domknietego w X
i jego skonczonego otwartego w X pokrycia {Wy, Wy, ..., W,,}, istnieja funkcje
ciaglte ; : X — I takie, ze cozp; C Wy, i =1,...,m, a funkcja o = 37", ¢, jest
dodatnia na A. To wystarczy, bo przyjmujac dla A = X, jak w dowodzie [1.6.2]
Ai = 2t otrzymamy funkcje z zadanymi wtasnodciami.

Dla m =1 teza wynika z[7.8.4] Jesli m > 1, to funkcje ¢;, i < m, znajdujemy
stosujac zalozenie indukeyjne do pokrycia {Wy, Wy, ..., W,,_1} zbioru A\ W,,, a
¢m otrzymujemy stosujac[7.8.4)do zbioréw A, = {x € A: Y., pi(x) = 0} C Wi,.

Whniosek 7.8.6 (Twierdzenie Tietzego - Urysohna). Kazda funkcja ciggla f :
A — R okreslona na domknigtej podprzestrzeni A przestrzeni normalnej X ma
ciggte przedtuzenie f : X — R.

Dowdd. Wykorzystujac mozemy powtérzy¢ dowdd twierdzenia Hahna[l.6.4]
dla przestrzeni normalnych, zob. [1.6.6|

Uwaga 7.8.7. Niech (C([),dsp) bedzie przestrzenig funkeji ciagtych z odcinka
w prosta rzeczywista, z metryka supremum. Wniosek [7.8.6] mozna wzmocni¢ w
nastepujacy sposob: kazda funkcja ciagta ¢ : A — C(I) okreslona na domkniete;
podprzestrzeni A przestrzeni normalnej X ma ciagte przedtuzenie @ : X — C(I).

Istotnie, zgodnie 7z Zadaniami i mozemy znalezé zanurzenie home-
omorficzne h : C(I) — RN na domkniety podzbiér E = h(C(I)) iloczynu RY oraz
ciggle przeksztalcenie r : RY — F takie, ze r(x) = x dla z € E. Z twierdze-
nia Tietze - Urysohna, przeksztalcenie ho ¢ : A — RY ma ciggle przedtuzenie
hop: X =RNip=htoro(hoy): X — C(I) jest cigglym przedtuzeniem .

Na przestrzenie normalne mozna tez przenies¢ twierdzenie Borsuka o prze-
dtuzaniu homotopii. Rozumowanie uzyte w dowodzie tego twierdzenia wymaga
jednak pewnego uzupetnienia, podanego w nastepujacym lemacie, zauwazonym
przez Morite i Starbirda.

Lemat 7.8.8. Niech A bedzie zbiorem domknietym w przestrzeni normalnej X .
Kazde przeksztalcenie ciggle F: X x {0} UA x I — R ma ciggle przedluzenie na
tloczyn kartezjanski X x I.
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Dowéd. Okreslmy przeksztatcenie ciggte ¢ : A — C(I) w przestrzen funkcyjna
(C(I), dsup) Wzorem

®)  el@)(t) = F(x,t), zeA
Zgodnie z Uwaga istnieje ciagle przedtuzenie ¥ : X — C(I) przeksztal-

cenia . Formuta

(6)  F(zt) = ((z)(t) —2(x)(0)) + F(x,0)
okresla ciagte przeksztatcenie F': X x I — R takie, ze F(x,0) = F(x,0) dla z €
X. Ponadto, jesli x € A, to §(x) = ¢(x), wiec z (5) i (6) mamy F(z,t) = F(x,t),
a zatem F przedtuza F.

Twierdzenie 7.8.9 (Morita, Starbird). Twierdzenie Borsuka o kapeluszu jest
prawdziwe dla przestrzeni normalnych X .

Dowdéd. Z wynika, ze kazde przeksztalcenie ciagte z X x {0} U A x [
o wartosciach w S™ ma ciagle przedtuzenie na X x I o wartosciach w D"*1. Mozna
wiec powtorzy¢ dowdd (twierdzenia Borsuka o kapeluszu dla przestrzeni
metryzowalnych) zakladajac jedynie, ze X jest przestrzenia normalna.

Jak pokazata M.E. Rudin, istniejg przestrzenie normalne X takie, ze iloczyn
X x I nie jest normalny. W lemacie wazna jest wiec posta¢ zbioru domknie-
tego w X x I — kapelusza, z ktorego przedtuza sie przeksztalcenie ciagle na caty
iloczyn.

W uzasadnieniu Uwagi skorzystaliSmy z rozktadu jedynki na nieskon-
czong rodzine funkcji, zob. wskazéwka do Zadania |[3.39, To narzedzie jest bardzo
uzyteczne w wielu zagadnieniach matematyki.

Definicja 7.8.10. (A) Rodzina funkcji cigglych As : X — I, s € S, na prze-
strzeni topologicznej X jest rozktadem jedynki na X, jesli dla kazdego v € X
zbior indeksow s € S, dla ktorych As(z) # 0 jest przeliczalny i Y ,cq As(x) = 1.

(B) Rozklad jedynki {\s : s € S} jest wpisany w otwarte pokrycie U przestrzeni
X, jesli dla kazdego s € S istnieje U € U takie, zZe cozAs C U.

(C) Rozklad jedynki { ) : s € S} jest lokalnie skonczony na X, jesli dla kazdego
x € X istnieje otoczenie V' punktu x przecinajgce cozAs dla co najwyzej skoriczenie
wielu s € S.

Nastepujaca uwaga pochodzi od R. Mathera

Uwaga 7.8.11. Jesli {)\; : s € S} jest rozkladem jedynki na przestrzeni topolo-
gicznej X, to istnieje lokalnie skonczony rozklad jedynki {pus: s € S} na X taki,
ze cozps C cozAg dla s € S.

Istotnie, niech p(x) = sup {A\s(x) : s € S}. Dla dowolnego a € X istnieje jego
otoczenie Vj i skoficzony zbidr Sy C S taki, ze 1 — Y g As(z) < @ dla x € V.
Stad tatwo wywnioskowac, ze funkcja ¢ jest ciggla na X oraz, ze rodzina funkcji
ciagtych p¢(z) = max(As(x)— @, 0) ma nastepujace wtasnosci: kazdy punkt w X
ma otoczenie przecinajace co najwyzej skonczenie wiele zbiorow cozyps, a funkcja
ciagla 0 = > ,cq s jest dodatnia na X. Poniewaz cozp, C coz\s, wystarczy

przyjac ps = £=.
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Definicja 7.8.12. Przestrzen Hausdorffa X jest parazwarta, jesli dla kazdego
pokrycia otwartego U przestrzenit X istnieje rozktad jedynki na X wpisany w U.

Uwaga 7.8.13. Zgodnie z [7.8.11] w przestrzeni parazwartej X, dla kazdego po-
krycia otwartego U przestrzeni X istnieje lokalnie skonczony rozktad jedynki na X
wpisany w U.

Whniosek 7.8.14. Przestrzenie parazwarte sq normalne.

Dowé6d. Niech A bedzie zbiorem domknietym w przestrzeni parazwartej X, a
W otwartym zbiorem zawierajacym A. Rozwazmy lokalnie skonczony rozktad
jedynki {\; : s € S} na X wpisany w dwuelementowe pokrycie {WW, X \ A} i dla
T ={s €S :cozAs C W} potézmy ¢ = > cr As. Mamy ¢p|A =11cozp C W, a
lokalna skoniczonosé zapewnia ciagtosé ¢ : X — I, wiec teza wynika z [7.8.4]

Z i (A) wynika, ze przestrzenie zwarte sa parazwarte. Nastepujace
twierdzenie opisuje szersza klase przestrzeni parazwartych.

Twierdzenie 7.8.15. Niech X bedzie przestrzeniqg Hausdorffa spetniajgca naste-
pujgce dwa warunki:

(i) z kaZdego otwartego pokrycia X mozina wybraé pokrycie przeliczalne,

(ii) dla kazdego punktu x € X i jego otwartego otoczenia U istnieje funkcja
ciggta ¢ : X — I taka, Ze p(x) =1 i cozp C U.

Wowczas X jest przestrzeniq parazwartq.

Dowéd. Niech U bedzie otwartym pokryciem X i niech ® bedzie rodzina funkcji
ciagtych ¢ : X — I takich, ze cozp C U dla pewnego U € U. Wiasnosé (ii)
zapewnia, ze rodzina {cozp : ¢ € @} jest otwartym pokryciem X, wiec z wtasnosci
(i) otrzymujemy przeliczalny podzbidr {1, ¢a,...} rodziny ® taki, ze funkcja
o= Y,;>1 5 X — I jest dodatnia na X. Z (B) wynika ciaglosé o, wiec
przyjmujac \; = 7= dlai = 1,2, ..., otrzymujemy rozktad jedynki na X wpisany
wU.

Uwaga 7.8.16. Nastepujaca konstrukcja ma liczne zastosowania.

Niech zbiér X bedzie suma zbioréw K; C Ky C ..., i niech 7,, bedzie topologia
na K, taka, ze przestrzen (K,,7,) jest zwarta i 7, indukuje na K, topologie
7. Okreslmy w X topologie 7., ={U C X : UNK, € 7T, dlan=1,2,...}, zob.
Przyktad [1.2.2]

Przestrzen (X, 7.,) jest parazwarta.

Warunek (i) z jest spelniony, wystarczy wiec sprawdzi¢ warunek (ii).

Niech z € U € 7,. Ustalmy m > 1 takie, ze x € K,,. Wszystkie przestrzenie
(K,,7T,) sa zwarte, wiec z , dla n > m istnieja funkcje ciagte ¢, : K,, — I
takie, ze @, (z) =1, cozp, CUNK, i ppi1|K, = ¢,. Funkcja ¢ : X — I bedaca
przedtuzeniem wszystkich funkcji ¢,,, ma zadane wtasnosci.

Z twierdzenia wynika, ze metryzowalne przestrzenie oSrodkowe sa pa-
razwarte, zob. Zadanie [1.5]] (A). Udowodnimy ze wszystkie przestrzenie metry-
zowalne sg parazwarte. W dowodzie bedziemy korzysta¢ z twierdzenia Zermelo
moéwigcego, ze dowolny zbior mozna dobrze uporzadkowaé (twierdzenie Zermelo
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jest rownowazne lematowi Kuratowskiego - Zorna, zob. dyskusja poprzedzajaca
7.3.3)

Twierdzenie 7.8.17 (A.H. Stone). Przestrzenie metryzowalne sq parazwarte.

Dowéd. Ustalmy metryke d generujaca topologie przestrzeni X i niech U bedzie
otwartym pokryciem X. Mozemy przyjaé, ze rodzina U jest dobrze uporzadko-
wana przez relacje <.

DlaUelUin=1,2,..., niech
(7)  Um)=U{B(z,%): B, cUizgU{VeU:V <U}}

7 3n

Zauwazmy, ze
(8) dist(U(n),V(n)) > &, dla U,V €U, U #V

Istotnie, jeslia € U(n), be V(n) iV < U, toa € B(z,5-), b€ B(y, 5-), gdzie
t €V iB(y,+)CV,zob. (7), wigc d(z,y) > L id(a,b) > 5.

Niech Ay, : X — [0, 5] bedzie funkcja ciagly taka, ze cozAy, = U(n), zob.
1.6.1l Z (8), funkcja A, = X {Au,, : U € U} jest clagla i A, < 55, zatem funkcja
o =Y, A\, jest ciagla z m (B). Pokazemy, ze o(xz) > 0 dla = € X. Istotnie,
jesli U jest pierwszym, w sensie porzadku <, elementem U zawierajacym x, oraz
B(xz, L) C U, to zgodnie z (7), x € U(n), a wicc Ay, (x) > 0.

Rodzina {’\lfT" Uel,n> 1} jest rozktadem jedynki na X wpisanym w U.

7.9. Homotopijna niezmienniczo$¢ grupy podstawowej. Niech f: X — Y
bedzie przeksztatceniem ciggltym i a € X. Jesli a jest petla w X zaczepiong w a,
to foa jest petla w Y zaczepiona w f(a). Ponadto, jesli @ ~ o/, to foa ~ fod/,
oraz fo(ax3) = (foa)*(fop),zob.[6.3.1] Przeksztalcenie f indukuje zatem
homomorfizm grup podstawowych

(1) fo:m(X,a) = m(Y, fa)), flla])=[foal

Twierdzenie 7.9.1. Jesli przeksztatcenia cigglte f,g : X — Y sq homotopijne i
a € X, to istnieje izomorfizm ¢ : w1 (Y, g(a)) — m (Y, f(a)) taki, Ze f. = ¢ o g..

Dowdéd. Niech H : X x I — Y bedzie homotopia taczaca f z g. Woéwcezas h(t) =
H(a,t) jest droga w Y od f(a) do g(a) i niech ¢p, : m (Y, g(a)) — m (Y, f(a))
bedzie izomorfizmem zwiazanym z droga h, opisanym w 6.3 (4). Sprawdzimy, ze
f« = ¢n 0 g« Zgodnie z (1) i okredleniem ¢y, zob. 6.3 (3), (4), mamy pokazaé, ze
dla kazdej petli o € Q(X, a),

(2) foar~pn(goa).
Niech H' : I x I — Y bedzie zadane wzorem
H(a,3st), jesli s € [0, %],
H/(s,1) = | Hla(3s — 1),0), jeslis € [£ %]
H(a,3(1 —s)t), jeslis e [3,1].
H' jest homotopia taczaca ¢, (f o a) z pn(g o a), gdzie €4 jest petla stata
zaczepiona w f(a). Poniewaz ¢, (8) ~ 3 dla 8 € Q(Y, f(a)), otrzymalismy (2).

Uwaga 7.9.2. Niech f: X — Y ig:Y — Z beda przeksztalceniami ciggtymi,
a € X,b= f(a), c = g(b). Wowczas, zob. (1), (go f)« = g« 0 f., gdzie f, :
m(X,a) = m(Y,b), g. : m(Y,b) — m(Z, c).



60 7. Uzupeinienia MIMUW

Whniosek 7.9.3. Niech X 1 Y bedg tukowo spojnymai przestrzeniamsi homotopijnie
réwnowaznymi. Wéwczas grupy podstawowe 71 (X) i w1 (Y) sq izomorficzne.

Dowdd. Niech f: X — Y ig:Y — X beda przeksztatceniami ciggtymi takimi,
ze go f ~ idx, oraz fog ~ idy. Ustalmy a € X iniech b = f(a), ¢ = g(b).
Pokazemy, ze

(3) g« :m(Y,b) — m(X,c) jest izomorfizmem.
Poniewaz go f ~ idyx, z dostajemy izomorfizm ¢ : m (X, a) — 7 (X, ¢) taki,
e (go f)e=¢o(idy). = ¢. Z Uwagi[7.9.2 wynika, ze m (X, c) jest obrazem g.,.

Z drugiej strony, f o g ~ idy i ponownie odwolujac si¢ do [7.9.1] mamy izo-
morfizm ¢ : m(Y,b) — m (X, f(c)) taki, ze (f o g)s = ¢ o (idy). = ¢. Z Uwagi
wnosimy, ze g, ma trywialne jadro (doktadniej, korzystajac z wWyrdz-
niamy tym razem punkt ¢ w X i rozpatrujemy homomorfizm f, : m (X, c) —
(Y, 1))

Poniewaz przestrzenie X i Y sa tukowo spéjne, m(X) jest izomorficzne z
m(X,c), a m(Y) jest izomorficzne z m(Y,b). Z (3) otrzymujemy wiec izomor-
fizm grup m(X) i m (V).

7.10. Nakrycia i podnoszenie przeksztalcen ciaglych. Niech p : X — Y
bedzie przeksztalceniem ciggtym przestrzeni (X, 7x) na przestrzen (Y, 7y ). Zbiér
otwarty U w Y jest trywialnie nakryty przez p, jesli istnieje rodzina } parami
roztacznych zbioréw otwartych w X taka, ze dla kazdego V' € V obciecie p | V' :
V' — U jest homeomorfizmem i p~*(U) = U V.

Przeksztatcenie p jest nakryciem, jesli Y ma pokrycie zbiorami otwartymi, z
ktorych kazdy jest trywialnie nakryty przez p.

Przyktad 7.10.1. (A) Nawiniecie prostej na okrag, opisane w 6.2 (2), jest na-
kryciem.

(B) Przeksztalcenie ilorazowe 7 : S? — P? sfery na plaszczyzng rzutows, okre-
Slone w [5.1.3] jest nakryciem.

Nastepujace twierdzenie o podnoszeniu przeksztalcen cigglych jest uogolnie-
niem Twierdzenia [6.2.1]

Twierdzenie 7.10.2. Niech p : X — Y bedzie nakryciem, niech f : [" — Y
bedzie przeksztalceniem cigglym i niech a € p_l(f(O)).~]5tm6je~wo/wczas doktadnie
jedno przeksztalcenie cigglte f: I" — X takie, Zepo f = f i f(0) = a.

Dowéd. Niech U bedzie pokryciem przestrzeni Y zbiorami trywialnie nakrytymi
przez p i niech 9 > 0 bedzie liczba Lebesgue’a dla pokrycia I™ zbiorami otwartymi
fYU), U € U, zob. 2.1.6] Podzielmy I" hiperptaszczyznami prostopadiymi do
osi wspotrzednych na m domknietych kostek o érednicach < § i ponumerujmy
te kostki tak, ze 0 € K; i L; = K; U...U K; ma niepuste, spdjne przeciecie
z K1, dla ¢ < m. Pokazemy, ze dla kazdego ¢ < m, istnieje doktadnie jedno
przeksztatcenie ciggle ¢; : L; — X spelniajace warunek

(1) pogi=f|Li ¢(0)=a,
gdzie f | L; : L; — X jest obcieciem f do L;.

Przyjmijmy Lo = {0}, go(0)) = a i zalézmy, ze mamy juz okreslone przeksztal-
cenie g; : L; — X spemiajace (1), i < m. Zbiér f(K;y1) lezy w pewnym U € U,



MIMUW 7. Uzupeinienia 61

trywialnie nakrytym przez p i niech p~'(U) = UV, gdzie V jest rodzina opisang
w definicji nakrycia. Poniewaz ¢;(L; N K;11) jest spéjnym podzbiorem JV i ele-
menty V sa parami roztgcznymi zbiorami otwartymi, istnieje V' € V takie, ze
9i(L; N K;yq) C V. Poniewaz p | V : V. — U jest homeomorfizmem, okreslajac
gir1 * Liyr — X formutami g; 1 | Li = g;, oraz g1 | Kiyr = (p | V)_lo(f | Kit1)
otrzymujemy przeksztalcenie ciagte spelniajace (1), zob. (B). Jest to jedyny
sposéb przedtuzenia g; na L;1 z zachowaniem (1), bo kazde takie przedtuzenie
przeksztalca K,y w p~1(U), a wige ze spojnosci Kiiq - w zbior V.

W rezultacie, przyjmujac f = gm : I" — X otrzymujemy jedyne przeksztatce-
nie ciggle spelniajace warunek po f = f i przedtuzajace g, tzn. przeprowadzajace
0w a.

Whiosek 7.10.3. Plaszczyzna rzutowa P? jest niesciggalna.

Dowéd. Zgodnie z [7.9.3] wystarczy w pewnym punkcie plaszczyzny rzutowej
zaczepi¢ petle nie homotopijna z petly stala. Niech 7 : S? — P? bedzie nakryciem
plaszczyzny rzutowej, zob. (B), niech a; = (0,0,(=1)"), i = 0,1, beda
biegunami péinocnym i potudniowym sfery S? i niech b = 7(ag) = 7(ay).
Zgodnie z , dla kazdej petli  : I — P? zaczepionej w b istnieje dokltadnie
jedno przeksztalcenie ciggle & : I — S? takie, ze 1o & = a i &(0) = ag. Dla petli
statej ey, €5(s) = ag, dla s € I. Niech H : I? — P? bedzie homotopia miedzy
dowolnymi petlami o, 3 € Q(P2,b). Z , istnieje przeksztalcenie ciagle H :
I? — S? takie, ze ToH = H, oraz H(0) = ay. Poniewaz, dlai = 0,1, H({i} xI) =

{b}, H({i} xI) € 7~ 1(b) = {ag, a;} i ze sp6jnosci odcinka wynika, ze H jest state
na {i} x I. Dla a(s) = H(s,0), B(s) = H(s,1) mamy mod = o, wo § = f3, @(0) =
ag = B(O), a(l) = B(l) Wiynika stad, ze dla homotopijnych petli o, 3 € Q(P2,b),
drogi a, § konczy sie w tym samym biegunie sfery. W szczegblnosci, dla petli
a € Q(P?,b) homotopijnej z petla staly g5, droga a konczy si¢ w ag. Pozostaje
wskazaé petle o € Q(P?)b), dla ktérej & konczy sie w a;.

Przyjmijmy w(s) = (0,sin(ws),cos(ws)), s € I, o = mo w. Wowczas w jest
droga w S? od ay do ay, a jest petla w P? zaczepiong w b i & = w, a wiec petla
« nie jest homotopijna z petla stata.



8. ZADANIA
1. Przestrzenie metryczne i przestrzenie topologiczne.

1.1. & Niech d;, : R? x R?> — R bedzie okreélone nastepujaca formuly, gdzie
0 = (0,0), a d. oznacza metryke euklidesowa w R?:

d(a,b) = de(a,b), jesli a, b i 0 leza na jednej prostej,
MG = do(a,0) + d.(b,0), w przeciwnym razie.

(A) Sprawdzié, ze dj, jest metryka.

(B) Pokazad, ze zbiér U jest otwarty w przestrzeni (R?, d,) wtedy i tylko wtedy,
gdy przeciecie U z kazda prosta przechodzaca przez 0 jest otwarte w topologii
euklidesowej tej prostej i jesli 0 € U, to U zawiera pewng kule euklidesowa o
srodku w 0.

1.2. & Niech dla (z,y) € R? p(z,y) = (2,0) i niech d, : R? x R? — R bedzie
okreslone formuta, gdzie d. jest metryka euklidesowsg

d.(a,b) = { de(a,b), J:es’l% pla) =p
Y de(a, p(a)) + de(p(a), p(b)) + de(p(b), b), jesli p(a) # p(b).

(A) Sprawdzié, ze d, jest metryka.

(B) Pokazac, ze zbior U jest otwarty w przestrzeni (R?, d,.) wtedy i tylko wtedy,
gdy przecigcie U z kazda prosta pionows jest otwarte w topologii euklidesowej tej
prostej, oraz jesli a = (¢,0) € U, to U zawiera pewng kule euklidesowa o $rodku
w a.

1.3. Niech d : R x R — R bedzie okreslone formuta

| max(]s|,|t]), jeslis#t,
d(s,t) = { 0, el s—t.
Pokazaé, ze metryka d generuje w R te samg topologie, co metryka w Przykta-
dzie (A).
1.4. Pokaza¢, ze dla kazdego zbioru A C (0,400) mozna okresli¢ przestrzen
metryczng (X, d) taka, ze A = {d(x,y) : x,y € X,z # y}.
Wskazowka. Zob. Zadanie [1.3]

1.5. (A) Niech ¢ : [0,400) — R bedzie niemalejaca funkcja wklesta (tzn. zbior
pod wykresem jest wypukty) taka, ze ¢(0) =01 ¢(u) > 0 dla u > 0. Pokazaé, ze

dla kazdej metryki d na zbiorze X, dy,(z,y) = ¢(d(z,y)) jest metryka na X.
Wskazéwka. Sprawdzié, ze go(u—i—v) o(u ) p(),dla0 < u < v. W tym celu,
)=o) « “”(v) “0( ) L ‘p , ktore wynikaja

v

dla u < v, skorzystaé¢ z nieréwnosci £
z wklestosci .

(B) Pokazaé, ze jedli ¢ jest ciagla w zerze, to zbiory otwarte w (X, d,) i (X, d)
sg identyczne.

(C) Pokazaé, ze jesli ¢ nie jest ciagla w zerze, to kazdy zbior w przestrzeni
(X, dy,) jest otwarty.

6. & Niech (C[0,1],ds,p) bedzie przestrzenia funkeji ciggtych z [0,1] w R z
metryka supremum:
dsup(f> g) = Sup{|f(t> - g(t)‘ te [07 1]}
Ktoére z nastepujacych zbiorow sg otwarte w tej przestrzeni:

A={feC[0,1]: f(t) >0dlate]0,1]},
B={fe€C|0,1]: f przyjmuje warto$¢ zero},
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C={feC0,1]: fy|f®)dt <1},
D ={feC[0,1] : f jest &cisle rosnaca}?

1.7. W zbiorze C0, 1] funkcji ciagtych z [0, 1] w R rozpatrzmy metryke okreslong
formuta

7(f.9) = /!f (t)]dt.
Ktore ze zbioréw A, B, C, D z Zadania sa otwarte w przestrzeni (C0, 1], 7)?

1.8. Niech NY bedzie zbiorem ciagéw liczb naturalnych (0 ¢ N) i niech, dla
a=(ny,ng,...), b= (my,ma,...)

% ] /li az % b
— min{i: n;#m,}’ Jes ’
d(a,b) {o, jesli a = b.

(A) Wykazaé, ze d jest metryka w NV, przy czym d(a, b) < max{d(a,c),d(b,c)},
dla a,b,c € NV,

(B) Wykaza¢, ze kazde dwie kule w przestrzeni (NV, d) sa albo roztaczne, albo
jedna zawiera sie w drugiej.

(C) Ktére z nastepujacych zbioréw sg otwarte w przestrzeni (NV, d):

A = {(ny,ng,...) : n; =1 dla co najmniej trzech indekséw i},
B = {(ny,na,...) : n; = 1 dla nieskonczenie wielu i}.

(D) Niech < bedzie porzadkiem leksykograficznym w NN (tzn. (ny,ng,...) <
(mq,ma,...) jesli dla pewnego i, n; < m; oraz n; = m; dla j < i) i niech, dla
a < b, (a,b) = {x : a < z < b}. Wykazaé, ze przedzialy (a,b) sa otwarte w
przestrzeni (NY, d). Niech ¢ = (2,1, 1,...). Pokaza¢, Ze nie istnieje przedziat (a, b)
taki, ze ¢ € (a,b) C B(c, 3).

1.9. Niech M bedzie zbiorem niemalejacych funkcji ciagtych f : [0,1] — [0,1]
spetniajacych warunek f(0) = 0, f(1) = 1. Niech \(f) = inf{s : f(s) = 1},
5(f.9) = nf{s - f(s) # g(s)} oraz dla f.g € M.

A(f.g) = { é’w) = 8(f.9) + (\g) = (£, 9)), j;:;iliffi »

(A) Sprawdzi¢, ze d jest metryka na M.
(B) Ktére z nastepujacych zbioréw sa otwarte w przestrzeni (M, d):
A={feM:f)> L1 B={feM: f(h)<ih C={feM: f(l)=1p

1.10. Wykazaé, ze dla przestrzeni metrycznej (X, d) nastepujace warunki sa row-
nowazne:

(i) dla kazdego A C X, zbiér A lub jego dopelnienie X \ A jest zbiorem otwar-
tym,

(ii) dla co najwyzej jednego punktu = € X, {z} nie jest zbiorem otwartym.

1.11. & Punkt a w przestrzeni topologicznej (X,7) jest izolowany, jesli {a}
jest zbiorem otwartym. Przestrzen topologiczna jest dyskretna, jesli wszystkie jej
punkty sa izolowane.

Niech 7; i 7, beda topologiami generowanymi przez metryki d; i d, z Zadan
CIiL2

(A) Okresli¢ zbior nieprzeliczalny Y C R? taki, ze podprzestrzen (Y, (7y)y) jest
dyskretna, ale podprzestrzen (Y, (7,)y) nie ma punktéw izolowanych.

(B) Okresli¢ zbiér nieprzeliczalny Y C R? taki, ze obie przestrzenie (Y, (7)y)
i (Y,(7Z,)y) maja doktadnie jeden punkt nieizolowany.
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1.12. Niech 7 bedzie rodzing wszystkich zbioréw U C R? takich, ze przeciecie
U N L z kazda prosta rownolegta do osi x-6w, lub y-0w jest otwarte ze wzgledu
na metryke euklidesowg w L.

(A) Sprawdzi¢, ze T jest topologia w R? i przestrzen (R?,7) jest Hausdorffa.

(B) Pokaza¢, ze jedli C' C {(z,y) € R?* : ¥ > 0,y > 0} jest zbiorem nieskon-
czonym, to istnieje U € T takie, ze 0 € U i zbiér C'\ U jest nieskonczony.

(C) Wykazaé, ze topologia 7 jest niemetryzowalna.

Wskazowka. Zatozyé, ze T = T (d), pokazaé, ze kazda kula B(0, %) zawiera
punkt ¢, o obu wspéhrzednych dodatnich, rozpatrzyé C' = {cy, ca, ...} 1 wyprowa-
dzi¢ z (B) sprzecznosé.

1.13. Niech F' bedzie skoniczonym podzbiorem R i niech B = {{t} :t e R\ F'} U
{(t—e,t+e): teF, >0}

(A) Sprawdzi¢, ze rodzina B spemia warunki (i) i (ii) Twierdzenia dla
X = R izauwazy¢, ze topologia 7 generowana przez B w R rézni sie od topologii
euklidesowe;j.

(B) Niech u(t) = min{|t — s| : s € F}. Niech f : R — R? bedzie okreslone
formuta f(s) = (s,u(s))id(s,t) =d,.(f(s), f(t)), gdzie d, jest metryka z Zadania
[1.2] Wykazaé, ze metryka d generuje w R topologie 7.

1.14. Niech (X,7) bedzie przestrzenia topologiczna i niech A bedzie rodzing
skoficzonych sum zbioréw postaci U N F, gdzie U, X \ F' € T. Wykazaé, ze A jest
algebra, tzn. skoniczone sumy, przeciecia i dopehienia zbioréw z A naleza do A.

1.15. & Pokazaé, ze na prostej euklidesowej R:

(A) P=Q =R, gdzie Q oznacza liczby wymierne i P =R\ Q.

(B) Niech A = {aq,as,...} C R, niech by, by, ... bedzie zbieznym ciggiem liczb
rzeczywistych i niech B = {a; + b; : i = 1,2,...}. Pokazaé, ze jedli A = R, to
takze B = R. Czy zalozenie zbieznosci ciagu (b;) jest istotne?

1.16. & Dla a,b € R?, niech I(a,b) bedzie odcinkiem laczacym a i b, wraz z
koncami. Niech

A=U{I(0,0) : b= (1,1),t € {0} VUL (55570 3,)

B = U{I<Ov b) S <t7 1>7t S {O} U Uﬁoﬂ(gnlﬂa %)}7

C=U{I(0,b):b=(1,9),g e QN (0,1)}.

Znalez¢ domkniecia i wnetrza zbiorow A, B, C' w nastepujacych przestrzeniach
topologicznych:

(a) R? z topologia euklidesowa,

(b) R? z topologia generowana przez metryke dj, z Zadania (1.1}

(c) R? z topologia generowana przez metryke d, z Zadania [1.2]

1.17. Ustawmy liczby wymierne z przedziatu [0, 1] w ciag ¢1, go, - . . 1 niech

A= U2 {(gut) 0 << 1},

B =Uy" 1 {(gn,t) : 0 <t < 1/n}.

(A) Znalez¢ wnetrze i domkniecie zbiorow A i B w kazdej z przestrzeni topo-
logicznych opisanych w (a), (b), (¢) w Zadaniu [1.16]

(B) Niech Y bedzie zbiorem wszystkich punktéw plaszczyzny R? majacych
pierwsza wspotrzednag wymierna. Rozwazy¢ Y z topologia podprzestrzeni prze-
strzeni opisanych w (a), (b), (¢) w Zadaniu i znalez¢ wnetrze i domkniecie
zbiorow A i B w kazdej z tych topologii Y.

1.18. & Niech (C[0, 1], dyp) bedzie przestrzenig opisana w Zadaniu Znalez¢
domkniecie i wnetrze kazdego ze zbioréw A, B, C', D opisanych w tym zadaniu,
w topologii generowanej przez metryke supremum.
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1.19. Niech (N¥, d) bedzie przestrzenia opisang w Zadaniu .

(A) Znalez¢é domkniecia i wnetrza zbiorow A i B opisanych w tym zadaniu.

(B) Niech F bedzie zbiorem domknietym w przestrzeni NY. Wykazaé, ze istnieje
a € F takie, ze ze wzgledu na porzadek leksykograficzny okreslony w Zadaniu
(D), a < u dla kazdego u € F'\ {a}.

Wskazowka. Wybraé¢ wspotrzedne nq, ns, ... punktu a indukcyjnie: nq jest naj-
mniejsza, sposrod pierwszych wspotrzednych punktow u € F; jesli nq, ..., ng sa
okreslone, ng 1 jest najmniejsza, sposrod (k+ 1)-szych wspéirzednych tych punk-
tow v € F, ktére maja nq, ..., ny jako pierwsze k wspoirzednych.

1.20. & Niech (X,7) bedzie przestrzenia z Przykladu [1.2.12] Udowodnié, ze

domkniecie kazdego zbioru nieskonczonego w X jest caly przestrzenia.

1.21. & Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Pokazaé, ze dla A, B C
X, AUB=AUB.

1.22. & Niech Y C X bedzie podzbiorem przestrzeni topologicznej (X, 7). Dla
A C Y domkniecie A w podprzestrzeni (Y, 7y) (w przestrzeni (X, 7)) oznaczamy
przez A (ZX).

(A) Wykazaé, ze A =A% ny.

(B) Wykazaé, ze jesli A' =Y, to A" =Y.

1.23. Niech A i B beda zbiorami roztacznymi w przestrzeni topologicznej (X, 7).
Wykazaé, ze jesli zbior A jest otwarty w X, to ANIntB = ().

1.24. Punkt a w przestrzeni topologicznej (X, 7)) jest punktem skupienia zbioru
A C X, jesli kazde otoczenie a zawiera element zbioru A rézny od a. Zbiér
punktéw skupienia zbioru A oznaczamy symbolem A? i niech

A® = (At "

bedzie zbiorem otrzymanym z A przez n—krotne powtorzenie operacji przejscia
do zbioru punktéw skupienia.

(A) Okredli¢ dla kazdej liczby naturalnej n zbiér A C [0,1] taki, ze w metryce
euklidesowej na odcinku, A™ # (), ale A1) =@

(B) Niech F' bedzie zbiorem domknietym na prostej euklidesowej R. Wykazaé,
ze IntF = () wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje zbior A C R\ F taki, ze F = A%
Udowodnié analogiczny fakt dla przestrzeni euklidesowej (R", d.).

Wskazéwka. Niech F' = F i IntF = (). Ustalmy naturalne n i z kazdego prze-
dziatu [T, mT“] przecinajacego F', m = +1,42,..., wybierzmy punkt spoza F.
Niech A,, bedzie zbiorem wybranych punktow i A = U2, A,. Sprawdzi¢, ze A
ma zadane wlasnosci.

1.25. (A) Niech (R,7) bedzie strzatky opisana w Przyktadzie [1.2.10] Pokazac,
ze dla kazdego nieprzeliczalnego A C R, AN A # () (czyli A traktowany jako
podprzestrzen strzatki nie jest przestrzenia dyskretna, zob. Zadanie .

Wskazowka. Zalozyé¢ przeciwnie, ze A jest suma zbioréw A, = {a € A :
(a — 1/n,a)N A =0}, wybra¢ zbior nieprzeliczalny A, i rozpatrzy¢ a,b € A, dla
ktérych 0 < |a —b| < 1/n.

(B) Czy prosta R z topologia euklidesowa zawiera nieprzeliczalny podzbiér A
taki, ze ANA? = ()? Czy taki podzbiér mozna znalezé w R? z topologia generowana
przez metryke dy z Zadania A w R? z topologia generowang przez metryke
d, z Zadania [1.2]
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1.26. Niech (X, 7) bedzie przestrzenia topologiczna. Méwimy, ze ciag punktow
(@), w X jest zbiezny do a € X, jesli kazde otoczenie punktu A zawiera prawie
wszystkie wyrazy a,. Wskaza¢ w przestrzeni (R?,7) okreslonej w Zadaniu m
oraz w przestrzeni (R, 7.,) opisanej w Przyktadzie , zbiér A i punkt a takie,
ze a € A, ale zaden ciag punktéw (a, ) ;, gdzie a,, € A, nie jest zbiezny do a.

Wskazowka. Dla (R?,T) skorzystaé z m (B), adla (R*, 7.,) rozpatrzy¢ zbiér

= U2, Ay, gdzie A, = {(z1,22,...) € R® 12y = 1/n, 29 = ... = 2, =
01i 2,41 > 0}, oraz punkt a = (0,0,...).

1.27. & Okreslmy funkcje z R? w R? formutami: fy(z,y) = (x,v), fi(z,y) =
(2z,y), folz,y) = (x + 1,y), f3(z,y) = (x + y,x + y). Znalezé¢ zbiory punktow
ciggtosci tych funkcji, rozpatrywanych jako przeksztalcenia z przestrzeni topo-
logicznej (R?,7") w (R?,7"), gdzie T', T" jest jedna z topologii generowanych
przez metryki dy, d,. z Zadan i (dla kazdej funkcji f; sa cztery mozliwosci
do rozpatrzenia).

1.28. Ustawmy liczby wymierne Q w ciag q1, go, . . . i okreslmy f : R — R formuta
1 o 1.
), Jeslit =gy,
1) = { 0, jeslit & Q.
Wykazaé, ze funkcja f jest ciagta w punkcie t wtedy i tylko wtedy, gdy t € R\ Q.
1.29. Niech C]0, 1] bedzie zbiorem funkeji ciaglych z [0,1] w R i niech funkcje

F,G,H : C|0,1] — R beda okreslone formutami:
F(f) =sup{f(t) : t € [0,1]}, G(f) = Jo f(O)dt, H(f)=52,27"- [(}).

Ktora z tych funkeji jest ciagla, jesli topologia w C[0, 1] jest generowana przez
metryke

(A) dgyp opisana w Zadaniu [1.6]

(B) 7 opisang w Zadaniu [1.7]
1.30. Niech f, g : N¥ — R beda opisane formutami

f(ny,ng,...) =227+,

g(ni,ng,...) = sup{Hni i=1,2,...}

Sprawdzié¢, czy funkcja f lub g jest ciagta, jedli w NN rozpatruje sie topologie
generowang przez metryke opisang w Zadaniu [1.8|

1.31. Niech (R?% 7) bedzie przestrzenia opisang w Zadaniu . Pokaza¢, ze
funkcja f : R? — R jest ciggla ze wzgledu na topologie 7 w R? i topologie
euklidesowag w R wtedy i tylko wtedy, gdy f jest ciagta ze wzgledu na kazda
zmienna osobno (tzn. dla kazdego a € R, funkcje u,, w, : R — R, gdzie u,(t) =
fla,t) i wy(t) = f(t,a), sa ciagte na prostej euklidesowej).

1.32. Niech f: X — Y bedzie funkcja ciagla z przestrzeni (X, Tx) w przestrzen
(Y, Ty), majaca wszystkie warstwy f~!(y) skoficzone. Wykazaé, ze jesli wszystkie
podzbiory jednopunktowe w X sa domkniete, to dla A C X, f(A%) C (f(A))4,
gdzie operacja d jest opisana w Zadaniu [1.24]

1.33. & Niech 7y, = N, Z; = {O}U{l"— o} 2y = Z3UNIT Z3 =

{oyu {3 —1—% D, = 2,3,. % < 4 -1} Pokazac ze zadne dwie sposrod

podprzestrzeni Zy, 2, Zs, Z3 prostej euklidesowej nie sg homeomorficzne.
Wskazéwka. Sprawdzié, ze przy homeomorfizmie punkty izolowane (zob. Zada-

nie |1.11]) przechodzg na punkty izolowane.
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1.34. Niech T bedzie suma trzech odcinkéw taczacych punkt (0,0) z punktami
(1,0),(—1,0) i (0,1) na ptaszczyznie, rozpatrywana z topologia euklidesowa.

(A) Pokazaé, ze nie istnieje ciagta i réznowartosciowa funkcja f : T'— [0, 1].

Wskazowka. Skorzysta¢ z wlasnosci Darboux dla funkcji f obcietej do kazdego
z trzech wymienionych odcinkow w 7.

(B) Wskaza¢ trzy kule otwarte w T, z ktérych zadne dwie nie sa homeomor-
ficzne.

1.35. Znalez¢ zanurzenie homeomorficzne przestrzeni (R,7(d)) z Zadania
w przestrzen (R?,7(d,)) z Zadania Czy mozna te przestrzen zanurzyé w
przestrzen (R?, 7T (dy)) z Zadania [L.1J?

1.36. (A) Wykazaé, ze (R?* 7(d,)) z Zadania nie jest homeomorficzna z
(R%,7 (dy,)) z Zadania [L.1]

Wskazowka. Skorzystac¢ z Zadania [1.34] (A).

(B) Poda¢ przyktad przeksztatcenia ciaglego z (R?, 7 (d,)) na (R?, 7T (dy)) oraz
przyklad przeksztalcenia ciagtego z (R?, 7 (di)) na (R? 7 (d,)).

1.37. & Niech (X; x ... x X,,,7) bedzie iloczynem kartezjanskim przestrzeni
topologicznych (X;,7;) i niech p; : X; x ... x X,, — X, bedzie rzutowaniem.

(A) Wykazaé, ze dla kazdego zbioru otwartego U w iloczynie, zbiér p;(U) jest
otwarty w X;.

(B) Podaé przyktad zbioru domknietego na plaszczyznie euklidesowej, ktorego
rzut na os$ x-6w nie jest domkniety.

1.38. & Niech (X xY,T) bedzie iloczynem kartezjanskim przestrzeni topologicz-
nych (X,7x) i (Y,Zy). Niech AC X, BCY.

(A) Wykaza¢, ze A x B= A x B.

(B) Wykazaé, ze (A x B)? = (A? x B) U (A x BY), gdzie operacja d zostata
okreslona w Zadaniu [1.24]

1.39. (A) Pokazaé, ze iloczyn topologiczny okregu i prostej jest homeomorficzny
z plaszczyzna bez punktu.

(B) Wykazaé, ze iloczyn topologiczny dwoch okregdw jest homeomorficzny z to-
rusem, tzn. powierzchnig w R? otrzymang przez obrét wokoét osi z okregu w plasz-
czyznie xz nie przecinajacego tej osi.

1.40. Wykazaé, ze dla przestrzeni topologicznej (X, 7y ) nastepujace warunki sa
rownowazne:

(i) (X, 7x) jest przestrzenia Hausdorffa,

(i) przekatna A = {(x,z) : v € X} C X x X jest zbiorem domknietym w
kwadracie kartezjanskim przestrzeni (X, 7Tx),

1.41. & Niech f : X — Y bedzie przeksztatceniem cigglym przestrzeni topolo-
gicznej (X, Tx) w przestrzen (Y, 7y) i rozpatrzmy wykres W (f) = {(z, f(z)) :
r € X} C X xY przeksztalcenia f jako podprzestrzen iloczynu kartezjanskiego
(X xY,T) przestrzeni (X, 7x) i (Y, Zy).

(A) Wykazaé, ze przestrzen (X, 7x) jest homeomorficzna z W (f).

(B) Wykazaé, ze jesli (Y,7y) jest przestrzenia Hausdorffa, to W (f) jest do-
mknietym podzbiorem (X x Y, 7).

1.42. Niech U bedzie zbiorem otwartym w przestrzeni metryzowalnej (X, 7).
Wykazaé, ze zbiér U jest homeomorficzny z domknieta podprzestrzenia iloczynu
kartezjanskiego przestrzeni (X, 7) i prostej euklidesowe;.

Wskazowka. Rozpatrzy¢ wykres funkeji f(z) = %, dla z € U, zob. formute

dx\
(1) w czesci [1.6]



68 8. Zadania MIMUW

1.43. Niech f : X — R bedzie funkcja okreslong na przestrzeni topologicznej
(X, 7). Wykazaé, ze zbior E(f) = {(z,t) € X xR : f(z) < t} jest domkniety
w iloczynie kartezjanskim (X, 7)) i prostej euklidesowej wtedy i tylko wtedy, gdy
funkcja f jest potciggla z dotu.

1.44. Niech f : A — [1,2] bedzie funkcja ciagta na domknietej podprzestrzeni
przestrzeni metrycznej (X, d). Wykazaé, ze (zob. formute (1))
) = { infoeq {4070 jesli z € X\ 4,
f(z), jesli x € A,
jest funkcja ciagta f : X — [1,2], przedtuzajaca funkcje f.

Wskazéwka. Niech hgp(z) = inf,cp(f(a)d(x,a)), E C A. Dla ustalonego p € A
ie > 0 wybra¢ r > 0 tak, zeby |f(a) — f(p)] < € jeSli @ € AN B(p,r) =
C. Zauwazy¢, ze dla x € B(p,r/4), hac(x) > 3r/4, oraz f(p)d(z,p) < 7/2,
a wigc ha(z) = he(xr). Wywnioskowac stad, ze dla € B(p,r/4) \ A, mamy
((0) — 2)dale) < ha(z) = ho(x) < (f(p) + £)da(z), o zatem, poniewai ha(x) =
f(@)da(x), |f(z)—f(p)| < e. Ciagglosé f w punktach X\ A wyprowadzié¢ z ciggtosci
ha na X \ A. Szczegblowe uzasadnienie mozna znalezé w ksiazce J. Dieudonné,
Foundations of Modern Analysis, dow6d Twierdzenia 4.5.1.

1.45. Niech g : X — [0, 1] bedzie funkcja polciagla z dotu na przestrzeni me-
trycznej (X, d). Wykazaé, ze istnieja funkcje ciagte f; < fo < ... na X takie, ze
g(x) =lim, f,(z), dla z € X.

Wskazéwka. Zauwazy¢, ze jesli ¢; jest funkcjg charakterystyczna zbioru U; =
{r:g(x)> 2}, t0g—2 < E(e1+...+¢p1) < g isprawdzid, ze ¢; jest punktowy
granica niemalejacego ciggu funkcji ciagtych fi,(z) = min(m - dx\y, (), 1), zob.
formule (1) w czesei [1.6]

1.46. Dla funkcji ograniczonej f : X — R okredlonej na przestrzeni metrycznej
(X, d) przyjmijmy

f=1lim, sup{f(y):y € Bz, 1)}, f=Ilim, inf{f(y):y € Bz, 1)}

(A) Pokazaé, ze funkcja f jest polciagla z gory, a funkcja f'jest potciggta z
dotu.

(B) Niech g, h : X — R beda funkcjami ograniczonymi na przestrzeni metrycz-
nej (X, d) takimi, ze g < h. Wykazaé, ze nastepujace warunki sa rownowazne:

(i) g <h,

(i) istnieje funkcja ciagla f: X — R taka, ze ¢ < f < h,

(iii) dla kazdej pary liczb a < b, zbiory {z : g(z) > b} i {z : h(z) < a} maja
roztaczne domkniecia.

1.47. W kwadracie leksykograficznym (1%, 7(<)), zob. Przyklad [1.2.8] znalezé

domkniecie i wnetrze kazdego z nastepujacych zbioréw:
A={(z,0):2€Qn(0,1)}, B={(z,1):2€Qn(0,1)},
C={(z,y):2€Qn(0,1),y € (5 3)}

1.48. Niech f: R — R.

(A) Pokaza¢, ze funkcja f jest ciagta jako przeksztalcenie z R z topologia
strzalki, zob. Przyktad [1.2.10] w prosta euklidesowa wtedy i tylko wtedy, gdy
lim, .- f(z) = f(a), dla a € R.

(B) Pokazaé, ze istnieje funkcja g : I? — R ciaglta w topologii kwadratu lek-
sykograficznego taka, ze ¢(¢,0) = f(t) dla t € (0,1] wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego a € (0,1] lim, .,- f(z) = f(a) i dla kazdego a € [0,1) istnieje
lim, .+ f(z).



MIMUW 8. Zadania 69

1.49. Pokazac, ze topologia strzatki w R, zob. Przyktad [1.2.10] nie ma przeliczal-
nej bazy. Z Twierdzenia [1.7.2] wywnioskowaé, ze strzatka nie jest metryzowalna.

1.50. (A) Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna osrodkowa. Pokazaé, ze X
nie zawiera nieprzeliczalnego podzbioru A takiego, ze AN A4 = () (zob. Zadanie
1.25).

(B) Wykaza¢, ze ptaszczyzna euklidesowa nie jest homeomorficzna z (R?, 7 (d,.))
z Zadania[l.2 ani z (R%, 7 (dy)) z Zadania[L.1]

(C) Pokazaé, ze w (A) istotne jest zalozenie, ze topologia X jest wyznaczona
przez metryke.

Wskazéwka. Rozpatrzy¢ podzbiér A = {(t, —t) : t € R} w plaszczyznie R x R
rozpatrywanej z topologia kwadratu strzalki, zob. Przyklad [1.2.10]

1.51. (A) Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna osrodkowa. Pokazaé, ze dla
kazdej rodziny U zbioréw otwartych w (X, d) istnieje rodzina przeliczalna V C U
taka, ze UV = UU.

Wskazowka. Niech A = {aq,as,...} bedzie zbiorem gestym. Dla kazdej pary
liczb naturalnych (n,m) wybraé, jesli to mozliwe, zbiér U(n,m) € U taki, ze
B(a,,~) C U(n,m), w przeciwnym razie, niech U(n,m) = 0. Przyja¢ V =
{U(n,m) :U(n,m) #0,n,m=1,2,...}.

(B) Pokazaé, ze wlasno$é z punktu (A) jest mocniejsza niz wlasnosé z punktu
(A) poprzedniego zadania. Wywnioskowaé, ze w (A) istotne jest zalozenie, ze
topologia X jest wyznaczona przez metryke.

1.52. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna osrodkowa i niech f: X — R.
Wykazaé, ze jesli dla kazdego zbioru F' domknietego w (X, d) istnieje zbiér U
otwarty w (X, d) taki, ze UNF # () i obciecie f do U N F jest ciagte, to X
jest suma przeliczalnie wielu zbiorow domknietych F, Fy, ... takich, ze obciecie
flF. : F,, — R jest ciagle dlan =1,2,.. ..

Wskazowka. Rozpatrzyé rodzine F zbior6w domknietych w (X, d) takich, ze
obciecie f|F : F — R jest ciagle i rodzine U zbioréw otwartych w (X, d), ktére
sa sumami przeliczalnie wielu elementow F. Pokaza¢, ze U = X i skorzystac z

Zadania [L.51] (A).

1.53. Niech 7 (d.) bedzie topologia prostej euklidesowej (R, d,) i niech 7 = {U \
A:U e T(d.),A— przeliczalny}.

(A) Pokazaé, ze T jest topologia w R i przestrzen (R, 7) jest Hausdorffa.

Wskazéwka. Skorzystaé z Zadania [1.51] (A).

(B) Pokazaé, ze jedynymi ciagami zbieznymi w (R, 7) sa ciagi prawie stale, ale
zaden punkt w tej przestrzeni nie jest izolowany, zob. Zadania [I.26]1 [I.11]

1.54. Dla przestrzeni metrycznej (X, d), d < 1, niech (K(X), ds,) bedzie prze-
strzenia wszystkich funkeji f : X — [0, 00) spelniajacych warunek

() 1f(@) — f9)] < d(z,9) < f(2) + F(3)
z metryka supremum ds,,(f, g) = sup{d(f(x),g(x)) : z € X}.

(A) Pokazaé, ze dla kazdego a € X, funkcja f,(z) = d(a,x) nalezy do K(X) i
d(a,b) = dsup(fa, fo) dlaa,b € X.

(B) Wykazaé, ze przestrzen (K (X), ds,,) ma nastepujaca wlasnosé: dla kazdego
Y C X ifunkeji f: Y — [0,00) spelniajacej warunek (x) istnieje g € K (X) takie,
ze f(a) = dsup(fa, 9), dlaa €Y.

Wskazowka. Pokazaé, ze funkcja g(z) = inf{d(x,y) + f(y) : y € Y’} nalezy do
K(X).
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2. Zwartosé.

2.1. & Niech I(a,b) bedzie odcinkiem domknietym na plaszczyznie laczacym
punkty a, b. Ktére z nastepujacych zbioréw na plaszczyznie euklidesowej (R?, d.)
s§ zwarte:

a) X = U;o:1 I(a0>an) U UZO:1 I(b(hbn)? gdzie ag = (071)7 ap = (%7O)a by =
(0,=1) i by = (~.0),

b)Y =XU({0} xR), ¢)Z=XU({0}x][-1,1])7

2.2. & (A) Wykazaé, ze w przestrzeni (R?, dy,) opisanej w Zadaniu , zbior K
jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i lezy w sumie przeliczalnie
wielu odcinkéw wychodzacych z 0, ktorych dtugosci daza do zera.

Wskazéwka. Pokazaé, ze jesli K jest zbiorem zwartym, to dla n > 1 istnieje
skonczona rodzina Z,, odcinkéw wychodzacych z 0 pokrywajaca K \ B(0,1/n)
taka, ze Z,, C Z,+1 1 odcinki z Z,,11 \ Z,, maja dtugos$¢ nie wieksza niz 1/n.

(B) Wykazaé, ze w przestrzeni (R?,d,) opisanej w Zadaniu zbior K jest
zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i lezy w pewnym zbiorze [a, b] X
{0} U {sn} X [~tn, tn], gdzie s, € [a,b], oraz t, — 0.

Wskazéwka. We wskazéwcee do (A) zastapi¢ kule B(0,1/n) przez prostokat

P, = la,b]x(—1/n,1/n). Dowodzac zwartosci K wykazaé najpierw, ze kazdy zbiér
otwarty w przestrzeni (R? d,) zawierajacy odcinek [a,b] x {0} zawiera pewien
prostokat P,.
2.3. & Dla A C (0,+00), niech X(A) bedzie suma odcinkéw domknietych na
plaszczyznie euklidesowej (R?,d.) taczacych punkt (—1,0) z punktami (a, 1),
a € A. Wykazaé, ze domknietosé zbioru X (A) na plaszczyznie jest réwnowazna
zwartosci zbioru A i jest réwnowazna zwartosci zbioru X (A).

2.4. Niech A C Ri T C [0,1] beda zbiorami zwartymi na prostej euklidesowej.
Pokazaé, ze zbior C' = {ta + (1 —t)b: a,b € A, t € T} jest zwarty.

2.5. & Niech O(a, b) bedzie okregiem na ptaszczyznie, ktorego srednica jest odci-
nek o koncach a,b € Rx{0}. Dla A C Rx{0} przyjmijmy O(A) = AUU{O(a,b) :
a,b € A a # b}. Wykazaé, ze O(A) jest zbiorem zwartym na plaszczyznie eukli-
desowej wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zwarte.

2.6. & Niech S(a,t) = {x € R" : d.(a,z) = t} bedzie sfera w przestrzeni eukli-
desowej (R™,d.) o érodku w a i promieniu t. Dla A C R"ir : A — (0,400),
przyjmijmy S(A) = U{S(a,r(a)) : a € A}. Wykazaé, ze jesli A jest zbiorem
zwartym i r jest funkcja ciagla, to S(A) jest zbiorem zwartym w (R", d.).

2.7. (A) Wykazaé, ze w przestrzeni funkcyjnej (C|0, 1], ds,,y) opisanej w Zadaniu
[1.6] kazda kula o promieniu r zawiera zbiér nieskoniczony, ktérego kazde dwa

punkty sg odlegte o 3.
(B) Wykazaé, ze w przestrzeni (C[0, 1], dsyp) zbiory zwarte maja puste wnetrze.

2.8. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna zwarta. Wykazaé, ze kazde prze-
ksztalcenie T : X — X zachowujace odlegto$¢ miedzy punktami przeprowadza
X na siebie.

Wskazowka. Zalozy¢, ze istnieje a ¢ T'(X) i rozpatrzy¢ ciag a, T (a), T?(a), . . ..
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2.9. & Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Odstep miedzy roztacznymi
zbiorami A, B C X okreslamy formuta dist(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}.
(A) Pokazaé, ze jesli A jest domkniety w X, a B zwarty i roztaczny z A, to
dist(A, B) > 0.
(B) Znalez¢ dwa roztaczne domkniete podzbiory A, B plaszczyzny euklidesowej
takie, ze dist(A, B) = 0.

2.10. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna bez punktéw izolowanych. Wy-
kaza¢ rownowazno$é¢ nastepujacych warunkow:

(i) (X, d) jest przestrzenia zwarta,

(ii) dla kazdego pokrycia U przestrzeni X zbiorami otwartymi w (X, d) istnieje
d > 0 takie, ze kazda kula B(a,d) lezy w pewnym elemencie U,

(iii) kazda funkcja ciagta f : X — R jest jednostajnie ciagta na (X, d),

(iv) odstep miedzy kazda para roztacznych zbioréw domknietych A, B w (X, d)
jest dodatni, zob. Zadanie [2.9]

2.11. Niech H bedzie rodzing wszystkich niepustych zbioréw domknietych w
odcinku [0,1] z metryka euklidesowa. Odlegto$¢ miedzy A, B € H okreslamy
formuta (zob. (1) w(1.6)

dn(A, B) = max{ sup{da(x) : x € B}, sup{dg(z): z € A}}.

(A) Sprawdzi¢, ze dy jest metryka na H.

(B) Pokazaé, ze przestrzen (H,dy) jest zwarta.

Wskazéwka. Niech A; € H, j = 1,2,... Dla kazdego j oraz n, niech F(j,n)
bedzie sumg przedzialéw [2%, k;;l] przecinajacych A;. Wybraé¢ indukeyjnie zbiory
Fy D F, D ... tak, zeby F,, = F(j,n) dla nieskoniczenie wielu j i pokazaé, ze
Ny, Fy, jest punktem skupienia ciagu (A;)52, w (H, dy).

2.12. & Niech f,g : X — R beda przeksztalceniami ciggltymi zwartej prze-
strzeni topologicznej (X,7) w prosta euklidesowa. Wykazaé, ze suma odcin-
kéw domknietych I, w przestrzeni euklidesowej (R?,d,) o koticach w punktach
(cos(f(x)),sin(f(z)),0) 1 (0,0,g(x)), z € X, jest zbiorem zwartym.

2.13. Niech (X,7) bedzie przestrzenia zwarta, niech U C X bedzie zbiorem
otwartym i f : U — [0, 1] funkcja ciagta. Pokazaé, ze zbior {(z,t) :x € Uit <
f(z)} U (X \U) x[0,1] jest zwarty w iloczynie kartezjanskim przestrzeni (X, 7)
i odcinka euklidesowego.

2.14. & Niech (X x Y,7) bedzie iloczynem przestrzeni topologicznej (X, 7x)
i przestrzeni zwartej (Y, 7y ). Wykazaé, ze rzut zbioru domknietego w iloczynie
X XY na X jest zbiorem domknietym w (X, 7x) (twierdzenie Kuratowskiego).

2.15. & Niech f; > fo > ... > 0 bedzie ciagiem funkcji cigglych f; : X —
[0,4+00) na przestrzeni zwartej (X, 7), zbieznym punktowo do zera, f;(x) — 0,
dla z € X. Wykazaé, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje k takie, ze fr(z) < ¢, dla
x € X (twierdzenie Diniego).

Wskazéwka. Zauwazyé, ze zbiory f;1([0,¢)), i =1,2,..., pokrywaja X.

2.16. & Niech (X, 7) bedzie przestrzeniag Hausdorffa.

(A) Wykazaé, ze suma skoniczenie wielu zbioréw zwartych w (X, 7') jest zbiorem
zwartym.

(B) Niech Ky, K, Ky, ... beda zbiorami zwartymi w (X, 7") takimi, ze kazdy
zbior otwarty zawierajacy K, zawiera prawie wszystkie zbiory K,. Wykazacé, ze
suma (J;2, K; jest zbiorem zwartym.
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2.17. Niech f: X — Y bedzie funkcja z przestrzeni (X, Ty ) w przestrzen Haus-
dorffa (Y, 7y ) i niech W(f) = {(x, f(z)) : € X} bedzie wykresem funkecji f.

(A) & Wykazaé, ze jesli przestrzen X jest zwarta, to funkcja f jest ciagta wtedy
i tylko wtedy, gdy W (f) jest zbiorem zwartym w iloczynie kartezjanskim (X, 7x)
i (Y, 7y) .

Wskazéwka. Skorzysta¢ z Zadania [1.41]

(B) Wykazaé, ze jesli przestrzen Y jest zwarta, to funkcja f jest ciagla wtedy
i tylko wtedy, gdy W (f) jest zbiorem domknietym w iloczynie kartezjanskim
(X.T) 1 (V. Ty) |

Wskazéwka. Skorzystac¢ z Zadania [2.14]

2.18. Niech (X,7) bedzie przestrzenia Hausdorffa, a A i B jej zwartymi pod-
zbiorami roztacznymi. Wykazac, ze istnieja roztaczne zbiory V i W otwarte w X
takie,ze ACViBCW.

Wskazéwka. Dla jednopunktowego B zob. dowdd [2.1.13] W ogélnym przypadku
powtorzy¢ rozumowanie z tego dowodu zastepujac punkt a zbiorem A.

2.19. Niech (X, <) bedzie przestrzenia uporzadkowana i niech 7 (<) bedzie to-
pologia wyznaczong przez porzadek <, zob. Przyklad [[.2.8f Wykazaé, ze jesli X
ma element najmniejszy i najwiekszy, oraz kazdy niepusty podzbiér X ma kres
gérny ze wzgledu na <, to (X, 7 (<)) jest przestrzenia zwarta.

Wskazowka. Niech X(a) = {z € X : < a}. Dla pokrycia U C T (<) prze-
strzeni X rozpatrzy¢ ¢ = sup {a € X : X(a) mozna pokry¢ skonczenie wieloma
elementami U }.

2.20. Niech X bedzie dowolnym zbiorem nieskoriczonym, a € X i niech 7Tx bedzie
rodzing zbioréw U C X takich, ze X \ U jest zbiorem skonczonym, lub a ¢ U.
(A) Wykazaé, ze przestrzen (X, 7x) jest zwarta.
(B) Wykazaé, ze jesli f : X — Y jest przeksztalceniem ciaglym przestrzeni
(X, Tx) na przestrzen Hausdorffa (Y, 7y ), to istnieje ciagle g : Y — X takie, ze
fogly)=ydlayeY.

2.21. (A) Niech X = [0,1)U{ao, a1}, gdzie apg # a; sa punktami spoza przedziatu
[0,1) € R i niech B bedzie rodzing zbioréw postaci (s,t) N [0,1) lub (¢,1) U
{a;},s <t < 1,i=0,1. Sprawdzié, ze B jest baza generujaca pewna topologie 7°
w X, z kazdego otwartego pokrycia przestrzeni (X, 7) mozna wybra¢ pokrycie
skoriczone, ale przestrzeri (X, 7) nie jest Hausdorffa.

(B) Okresli¢ topologie 77, T, w X takie, ze przestrzenie (X, 7;) sa zwarte i
metryzowalne, oraz 7 = 7; N 75 jest topologia okreslong w (A).

2.22. Niech C' bedzie zbiorem Cantora na prostej euklidesowej R i niech F' C C
bedzie zbiorem domknietym, a = inf F', b = sup F.

(A) Pokazaé, ze istnieja parami roztaczne nietrywialne przedziaty (a;, b;) C
(a,b) takie, ze F' = [a,b] \ U;(ai, b;).

Wskazowka. Dla = € [a,b] \ F, przyja¢ a, = inf{r < z : [r,z] N F = 0},
by =sup{r >z : [z,r] N F = 0} i pokazaé, ze przedzialy (a,,b,), (ay,by,) sa albo
identyczne, albo roztaczne.

(B) Pokazaé, ze istnieje ciagle przeksztalcenie r : C' — F takie, ze r(z) =z
dla x € F.

Wskazéwka. Niech (a;,b;) beda przedzialami z (A), wybraé ¢; € (a;,b;) \ C' i
dla = € (a;,b;) N C przyjaé r(z) = a;, jesli @ < ¢;, oraz r(x) = b;, jesli x > ¢;.
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2.23. Pokazac, ze jesli K jest zwartym podzbiorem prostej euklidesowej takim,
ze dla kazdego przedziatu otwartego (a,b), (a,b) \ K # 0 i przeciecie (a,b) N K
jest albo puste, albo nieskoniczone, to zbiér K jest homeomorficzny ze zbiorem
Cantora.

2.24. Niech (IN,d) bedzie przestrzenia ciaggdéw liczb z przedziatu [0, 1] z metryka
d(s,t) = 302, 27t; — si|, t = (t1,te,...), s = (81,82,...) € I, zob. formule (7)
w czesci 2.3 1(1.5.2

(A) Pokazaé, ze istnieje ciagte przeksztalcenie zbioru Cantora na IV.

Wskazowka. Ustali¢ bijekcje ¢ : NXN — Niprzyjaé f(sq, s2,...) = (uq, us, .. .),
gdzie (81, S9, .. ) € {0, 1}N, U; = Z]oil 2_j8¢(i7j).

(B) Pokaza¢, ze dla kazdego zbioru domknigtego X w IV istnieje ciggle prze-
ksztalcenie zbioru Cantora na X.

Wskazéwka. Skorzystaé z (A) i Zadania (B).

2.25. Niech (X, d) bedzie zwarta przestrzenia metryczna.

(A) Pokazaé, ze przestrzen (X, 7 (d)) jest osrodkowa.

Wskazéwka. Dlan = 1,2,..., niech X = U{B(ay;, %) c1=1,...,1,}. Wowczas
{ani :n=1,2,..., i <i,} jest zbiorem gestym w X.

(B) Pokazaé, ze przestrzen (X, 7 (d)) zanurza si¢ w przestrzen (I, d) opisang
w Zadaniu 2,241

Wskazéwka. Niech {aq, as, ...} bedzie zbiorem gestym w X. Przyjaé, ze diam X
< 1isprawdzié, ze f(x) = (d(x,a1),d(z, az),...) jest zanurzeniem w I,

(C) Pokazaé, ze istnieje ciagte przeksztatcenie zbioru Cantora na X.

Wskazéwka. Skorzystaé z (B) i Zadania [2.24] (B).

2.26. Niech (X, d) bedzie zwarta przestrzenia metryczna. Wykazaé, ze rodzina
wszystkich podzbiorow X, ktére sa jednoczesnie otwarte i domkniete w X jest
przeliczalna.

Wskazéwka. Skorzystaé z Zadania [2.25] (A) i z Przyktadu [1.2.5]

2.27. (A) Wykazaé, ze dla kazdej zwartej przestrzeni metrycznej (X, d), prze-
strzen funkcji ciagtych (C(X), dsyp) zanurza si¢ izometrycznie w przestrzen funk-
cji ciaglych na zbiorze Cantora z metryka supremum.

Wskazowka. Skorzystaé¢ z Zadania (C).

(B) Wykazaé, ze dla zwartej przestrzeni metrycznej (X, d), przestrzen funkcji
ciagtych (C(X), dsyp) jest osrodkowa.

Wskazéwka. Poda¢ najpierw uzasadnienie w przypadku gdy X jest zbiorem
Cantora, a nastepnie skorzysta¢ z (A).

2.28. (A) Niech F': K — C(X) bedzie ciagtym przeksztatceniem zwartej prze-
strzeni metryzowalnej K w przestrzen funkcji ciagltych na przestrzeni zwartej X
z metryka supremum dg,,(u,v) = ||u — || 1 niech ¢ > 0. Wykaza¢, ze istnieja
Uy, ..., Uy, € C(X) 1 ciggle funkcje \; z K w I = [0,1], j = 1,...,m, takie, ze
[|1F(z) — 35 Aj(7)uj] e < e dlax € K.

Wskazéwka. Pokry¢ F(K) kulami B(uj,¢), j = 1,...,m, i rozpatrzy¢ rozktad
jedynki Ay, ..., A\, wpisany w pokrycie K zbiorami F~'(B(u;,¢)).

(B) Korzystajac z (A) i twierdzenia Weierstrassa o aproksymacji funkcji cia-
gtych na I wielomianami pokaza¢, ze dla kazdej funkcji ciagtej ¢ : I" — Rie >0
istnieje wielomian rzeczywisty w(ty,. .., t,) taki, ze ||¢ — wl|| < e.

Wskazéwka. Dowodzié przez indukcje. Dla ¢ : 1" — R rozpatrzy¢ funkcje
F:I" — C(I) okreslona formuta F(tq,...,t,)(ths1) = O(t1, .., tug1).
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(C) Niech Z bedzie zwarta przestrzenia metryzowalng i niech f : Z — ™,
f=(f1,--., fa), bedzie funkcja ciagta. Pokaza¢, ze dla funkcji ciagtej ¢ : 7 — R
postaci ¥ = @ o fie > 0 istnieje wielomian rzeczywisty w(ty,...,t,) taki, ze
||w_w(fl7afn)||oo <e.

Wskazowka. Pokazaé, ze obciecie | f(Z) : f(Z) — R jest funkcja ciagla, prze-
dhuzyé | f(Z) do funkcji ciaglej ¢ : I — R i skorzystaé z (B).

(D) Korzystajac z (C) dla Z = [0,27] i f = (cosf,sinf) : Z — St C I? po-
kazaé, ze kazda funkcje ciggta na R o okresie 27 mozna przybliza¢ jednostajnie
wielomianami trygonometrycznymi w(cosd,sin @), gdzie w(ty,ts) jest wielomia-
nem rzeczywistym.

(E) Niech Z bedzie zwarta przestrzenia metryzowalng i niech f : Z — IV,
f = (fi, fo,...), bedzie funkcjg ciagta w przestrzen I okreslong w Zadaniu m
Pokazac, ze dla funkcji ciaglej ) : Z — R postaci ¢ = po fie > 0 istniejen > 0
i wielomian rzeczywisty w(ty, ..., t,) taki, ze || —w(f1, ..., fu)lloo < €.

Wskazowka. 7 IN = I, x Iyx,... jest iloczynem przeliczalnie wielu od-
cinkow. Zauwazy¢, ze w otwarte w pokrycie zbioru f(Z) mozna wpisa¢ skon-
czone pokrycie f(Z) zbiorami z bazy I opisanej w [1.5.1} a nastepnie, poste-
pujac podobnie jak w (A), skonstruowaé¢ funkcje ciaglta ¢ : I" — R taka, ze
10— 6(f1s . fullle < &
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3. Zupelnos¢.

3.1. Zbada¢, ktore z podzbiorow ptaszezyzny opisanych w Zadaniu [2.1|sg zupetne
w metryce euklidesowe;j.

3.2. & Wykazaé, ze przestrzenie metryczne opisane z Zadaniach i sa
zupelne.

3.3. Pokazaé, ze przestrzen metryczna opisana w Przyktadzie m (A) jest zu-
pelna, a przestrzenie metryczne opisane w (B) nie sg zupetne.

3.4. Pokazaé, ze przestrzen metryczna opisana w Zadaniu jest zupelna, a
przestrzenie metryczne opisane w Zadaniach [1.7)1 [I.9 nie sa zupelne.

3.5. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Dla A C X, niech (A, d) bedzie
przestrzenig A z metryka d obcieta do A. Wykazad, ze jesli Y; C X, diamY; — 0,
YiNnYy, #0,i=1,2,..., oraz przestrzenie (Y;,d), i = 0,1,2,... sa zupelne, to
przestrzen (U2, Y, d) tez jest zupelna.

3.6. & Wykazad, ze kazda niepusta, przeliczalna, zupetna przestrzen metryczna
ma punkt izolowany (zob. Zadanie [1.11)).

3.7. Wykaza¢, ze jesli domkniecie niepustego zbioru A w przestrzeni metrycznej
zupetej (X, d) jest przeliczalne, to A\ A% # () (zob. Zadanie [1.24)).

3.8. & Wykazaé, ze zbior liczb niewymiernych nie jest suma przeliczalnie wielu
zbioréw domknietych na prostej euklidesowe;j.

3.9. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna zupelna, f : Y — R funkcja
okreslong na podprzestrzeni Y C X i dy(z,y) = d(z,y)+ |f(z) — f(y)|. Po-
kazaé, ze przestrzen metryczna (Y,dy) jest zupelna wtedy i tylko wtedy, gdy
wykres f jest domkniety w iloczynie kartezjanskim X x R przestrzeni X i prostej
euklidesowej.

3.10. & Moéwimy, ze przestrzen topologiczna (X, 7) jest metryzowalna w spo-
s6b zupelny, jesli istnieje metryka d generujaca topologie 7 taka, Ze przestrzen
metryczna (X, d) jest zupelna.

(A) Zauwazy¢, ze przestrzen X jest metryzowalna w sposéb zupelny wtedy i
tylko wtedy, gdy jest homeomorficzna z przestrzenig metryczng zupekna.

(B) Wykazaé, ze przestrzen liczb wymiernych z topologia euklidesowa nie jest
metryzowalna w sposéb zupetny.

(C) Wykazaé, ze jesli przestrzen (X, 7)) jest metryzowalna w sposdb zupekly i A
jest zbiorem domknietym w (X, 7), to podprzestrzen (A, 7T4) przestrzeni (X, 7)
jest metryzowalna w sposéb zupelny.

(D) Ktoére z nastepujacych podprzestrzeni plaszczyzny euklidesowej sa metry-
zowalne w sposob zupetny?

a) X1 @ X R, gdzie ) oznacza zbiér liczb wymiernych,
b) X = Q x (R Q),

c) Xz =UpZi({1/n} x [0,1/n]),

) X4 = {(ZL’l,CL’Q) S R2 T9 7é 0}

e) X5 = {(z1,22) € R*: 0 < 2% 4+ 23 < 1},

f) X6 = {(z1,72) € R? : \J2? + 23 € Q}.

3.11. (A) Wykazaé, ze jesli przestrzen (X,7) jest metryzowalna w sposob zu-
pelny i U jest zbiorem otwartym w (X, 7), to podprzestrzen (U, 7y;) przestrzeni
(X, T) jest metryzowalna w sposéb zupetny.

Wskazéwka. Zob. Zadanie [1.42]



76 8. Zadania MIMUW

(B) Niech U; D U, D ... beda zbiorami otwartymi w przestrzeni metryzowalnej
w sposéb zupely (X, 7). Wykazaé, ze dla Y = 02, U,, podprzestrzen (Y, 7y)
przestrzeni (X, 7) jest metryzowalna w sposob zupelny (zob. Zadanie .

Wskazéwka. Dla kazdego n ustali¢, korzystajac z (A), metryke zupelng d, na
U, generujaca topologie w U, i rozpatrzy¢ na Y metryke

dy (z,y) = >0, 2 "min(d,(z,y), 1).

3.12. Niech Y bedzie podprzestrzenig przestrzeni metrycznej (X, d). Wykazaé,
ze jesli Y jest metryzowalna w sposob zupelny, to istnieja zbiory U; D Us D ...
otwarte w X takie, ze Y =2, U,.

Wskazowka. Ustali¢ metryke dy generujaca topologie Y i taka, ze (Y, dy) jest
przestrzenig zupetna. Dla n > 1 przyja¢ jako U, sume wszystkich otwartych w X
zbioréw U takich, ze diamU < £ w (X, d) i diam(UNY) < 2 w (Y,dy).

3.13. & Niech A C R"™ bedzie zbiorem przeliczalnym w przestrzeni euklideso-
wej (R™,d,) i niech F}, C R beda zbiorami domknietymi, brzegowymi na prostej
euklidesowej. Wykazaé, ze istnieje punkt ¢ € R" taki, ze dla kazdego a € A,
de(c,a) & Uiz, Fi-

3.14. & Niech F' C R bedzie zbiorem domknietym, brzegowym na prostej eukli-
desowej. Pokazaé, ze istnieje punkt (a,b) na okregu {(z,y) € R? : 22 +¢y* = 1}
taki, ze dla kazdej liczby wymiernej ¢ ic € F, b # qa + c.

3.15. (A) Niech K bedzie podzbiorem domknietym o pustym wnetrzu na proste;
euklidesowej. Wykazadé, ze istnieje liczba t € R taka, ze zbior {t+z : x € K} jest
zawarty w zbiorze liczb niewymiernych.

(B) Niech {F}, F5, ...} beda zbiorami domknietymi o pustym wnetrzu na pro-
stej euklidesowej R i niech zbiér A C R bedzie przeliczalny. Wykazaé, ze istnieje
liczba t € R taka, ze zbior UJ; F; jest roztaczny ze zbiorem {t +a:a € A}

3.16. Wykazaé, ze dla przestrzeni metrycznej zupelnej (X, d) nastepujace wa-
runki sa rownowazne:

(i) X jest przeliczalna suma zbioréw zwartych w (X, d),

(ii) przestrzen (X, d) jest oérodkowa i kazdy zbior F' domkniety w (X, d) zawiera
podzbidr zwarty, majacy w przestrzeni (F,d) niepuste wnetrze.

Wskazéwka. Skorzystaé z Zadan [2.25[(A) i[1.51[ (A) (zob. wskazéwka do Zadania
1.59).

3.17. Niech A C (0,1) bedzie zbiorem takim, ze zaréwno A jak i [0,1] \ A sa
przeliczalnymi sumami zbior6w domknietych w [0, 1] i dla kazdego a € A oraz
>0, (a—e,a)NA#D+# (a,a+e)N A Wykazaé, ze A ma niepuste wnetrze.

Wskazéwka. Korzystajac z twierdzenia Baire’a dla podprzestrzeni X = A od-
cinka [0, 1] znalezé¢ ¢ < d w (0, 1) takie, ze @ # (¢, d)NA C A, a nastepnie pokazaé,
ze (¢,d) C A.

3.18. Niech F' bedzie zbiorem domknietym o pustym wnetrzu na ptaszczyznie
euklidesowej (R?, d,). Wykazaé, ze istnieja zbiory geste A, B na prostej euklide-
sowej takie, ze (A x B) N F = ().

Wskazéwka. Dla kazdej pary liczb wymiernych a < b wykazaé, ze zbioér K(a, b)
= {x € R: {z} x [a,b] C F} jest domkniety, brzegowy i wybra¢ przeliczalny
zbiér A gesty w R, roztaczny z kazdym takim zbiorem K (a,b). Nastepnie wybraé
przeliczalny zbiér B gesty w R, roztaczny z kazdym zbiorem {y € R : (a,y) € F'},
gdzie a € A.
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3.19. Niech f,, : X — R bedzie ciagiem funkcji ciagtych okreslonych na zupetnej
przestrzeni metrycznej (X, d) zbieznym punktowo do f : X — R, tzn. f,(z) —
f(z) dlaz € X.

(A) Wykazaé, ze dla a < b zbiér f~((a,b)) \ Intf~!((a,b)) jest suma przeli-
czalnie wielu domknietych zbioréw brzegowych.

Wskazowka. Sprawdzi¢, ze f((a,b)) = Upm Nism fr ([a + 2,0 — 1]), a wiec
/7 Y((a, b))jest przeliczalng suma zbioréw domknietych.

(B) Wykazaé, ze zbiér punktéw ciaglosci funkeji f jest gesty w przestrzeni
(X,d) (twierdzenie Baire’a).

Wskazowka. Wyrzuci¢ z X, dla wszystkich par liczb wymiernych a < b, zbiory
brzegowe opisane w (A).

(C) Wykazaé, ze dla kazdego £ > 0 istnieje n i niepusty zbiér otwarty V w X
taki, ze |f(z) — fm(z)| <edlaz € Vim>n.

Wskazowka. Korzystajac z (B) wybra¢ a € X ir > 0 takie, ze |f(a) — f(z)] <
¢/3 dla x € B(a,r). Zalozy¢, ze teza nie jest prawdziwa i wybraé¢ ciag kul
B(a,r/2) D B(ai,r1) D B(ag,r9) D ..., oraz indekséw n; < ny < ... takich,
ze |f(a;) — fu,(@i)| = €, | fu;(@i) — fn,(z)| < €/3 dla z € B(a;,r;), oraz r; — 0.

3.20. Pokaza¢, ze w Zadaniu [3.19 (B) i (C) zalozenie zupetnosci (X,d) jest
istotne.

Wskazowka. Przyja¢ jako (X, d) przestrzen liczb wymiernych Q z metryka eu-
klidesowa. Rozpatrujac (C), ustawié¢ liczby wymierne w ciag q1, g, - .., ustali¢
baze By, B, ... w przestrzeni Q i okresli¢ funkcje ciagte f,, : Q — {0,1} tak, aby
fu(q)) =0oraz f,;1(1)N B; # 0 dla i < n.

3.21. Niech f : R?> — R bedzie funkcja ciggta ze wzgledu na kazda zmienng
osobno, zob. Zadanie [1.31, Wykazaé, ze istnieje a € R takie, ze dla kazdego b € R
funkcja f jest ciagla w punkcie (a,b) ze wzgledu na obie zmienne jednoczesnie
(twierdzenie Baire’a).

Wskazowka. Ustawi¢ w ciag I, Io, ... przedzialy otwarte w R o koncach wy-
miernych i zauwazy¢, ze zbiory E(i,j) = {v € R : |f(z,u) — f(z,w)| <
%, dla u,w € I;} sa domknigte, oraz |J; E(i,j) X I; = R? dla j = 1,2,... .
Pokaza¢, ze kazdy punkt a € R\ U, ;(E(i, ) \ IntE(i, j)) ma zadane whasnosci.

3.22. (A) Niech (R?,7) bedzie przestrzenia topologiczng okreslong w Zadaniu
. Wykazaé, ze domkniecie U dowolnego niepustego zbioru U € 7T zawiera
pewna kule euklidesowa.

(B) Wywnioskowa¢ z (A), ze jesli funkcja f : R? — R ciggla ze wzgledu na
kazda zmienng osobno jest stata na gestym podzbiorze ptaszczyzny euklidesowej,
to f jest funkcja stala, zob. Zadanie [1.31]

3.23. W przestrzeni Hilberta (ly,dp), niech A, = {(z1,22,...) : |Tx + Tpy1 +
oot xpn| < 1dlak >n, 1 =1,2,... }. Pokazaé, ze zbiory A, sa domkniete
i brzegowe w przestrzeni Hilberta i wykazaé, ze dla kazdego ciagu U, zbioréw
otwartych, gestych w przestrzeni Hilberta istnieje punkt (zq1,z9,...) € N, Uy
taki, ze szereg x1 + x5 + ... jest rozbiezny.

3.24. Wykazad, ze zbiér funkcji ciagtych f : [0,1] — R, ktére nie sa monotoniczne
na zadnym nietrywialnym przedziale jest gesty w przestrzeni funkcji cigglych
(C10,1], dsup)-

Wskazéwka. Ustawi¢ wszystkie nietrywialne przedziaty w R o konicach wymier-
nych w ciag Iy, I, ... i wykazaé, ze zbiér M, funkcji ciagltych na [0, 1], ktére sa
albo niemalejace, albo nierosngce na I,, jest domkniety i ma puste wnetrze w
przestrzeni (C[0, 1], dsyp)-
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3.25. & Wykazaé, ze przeksztatcenie T : R — R prostej euklidesowej w siebie
okreslone formuta T'(z) = In(1 + €”) spelnia warunek |T'(z) — T'(y)| < |x —y|, dla
x # y, ale nie ma punktu statego.

3.26. Niech 7' : X — X bedzie przeksztalceniem zwezajacym przestrzeni me-
trycznej (X, d) i niech A, = {r € X : d(z,T(z)) < 1/n},dlan > 1.

(A) Wykazaé, ze zbiory A, sa niepuste i ich $rednice daza do zera.

Wskazowka. Pokazaé najpierw, ze inf{d(x,T(z)) : x € X} = 0.

(B) Wyprowadzi¢ z (A) twierdzenie Banacha o punkcie statym.

Wskazowka. Dla n > 1 wybra¢ y,, € A, i pokazaé, ze jesli (X, d) jest zupeha,
to clag (y,)2, zbiega zbiega do punktu stalego przeksztatcenia T

3.27. & Niech (X, d) bedzie zupelng przestrzenia metryczna, B = B(xq,r) kula
w X iniech T : B — B spelia warunek d(7'(z),T(y)) < 3d(z,y), dla z,y € B.
Pokazac, ze jesli d(1'(x), zo) < 3, to istnieje u € B takie, ze T'(u) = w.

Wskazowka. Dla D = {x € X : d(x,x0) < 2d(T(zo),z9)} C B pokazaé, ze
T(D)C D.

3.28. & Niech (X,d) bedzie przestrzenia zupetna i niech 7' : X — X bedzie
przeksztalceniem rozszerzajacym, tzn. dla pewnego e > 1, d(T(x),T(y)) > e -
d(x,y). Wykazaé, ze jesli T(X) = X, to T' ma doktadnie jeden punkt staly.

3.29. Wykazac, ze jedli w uktadzie rownan
T, = Zsin(cikxk)—i—bi, i=1,...,n
k=1

stale c¢;, spetniajg warunek 37, ¢ < 1, to uklad ten ma doktadnie jedno rozwia-
zanie.

Wskazowka. Niech 7' : R™ — R"™ bedzie okreslone formuta T'(z1,...,z,) =
(Y15 Un)s Ui = Dopq sin(cpzy) +b;. Sprawdzié, ze przeksztalcenie T' przestrzeni
euklidesowej w siebie spetnia zatozenia twierdzenia Banacha o odwzorowaniu zwe-
zajacym.

3.30. Niech (C[0, 1], dsyp) bedzie przestrzenig funkeji ciaglych z metryka supre-
mum, niech M = {f € C[0,1] : 0 = f(0) < f(¢t) < f(1) =1, dlat € [0,1]}.
Pokazaé, ze przestrzen (M, ds,,), z metryka dg,, obcigta do M, jest zupelna, oraz
przeksztalcenie T : M — M okreslone formuta T'(f)(t) = t- f(t) spelnia warunek
dsup(T(f), T(9)) < dsup(f, g), dla f # g, ale T' nie ma punktéw statych.

3.31. Niech K bedzie domknietym, wypukltym i ograniczonym zbiorem w prze-
strzeni (C|0, 1], dsyp) zawierajacym funkcje tozsamosciowo réwna zeru. Wykazad,
ze jesli T': K — K spelnia warunek ds,,(T(f),T(g9)) < dsup(f,9), dla f # g, to
inf{dy (£, T(f)) : f € K} = 0.

Wskazowka. Zauwazy¢, ze dla ¢ € (0,1) przeksztalcenie T, : K — K okreslone
formuty T.(f) = ¢ T(f) jest zwezajace i punkt staly f. dla T, spelnia warunek
dsup(fe, T(f.)) < (1 — ¢)diam K.

3.32. Niech (H, dy) bedzie przestrzenia niepustych domknietych podzbioréw od-

cinka [0, 1] z metryka euklidesowa, okreslona w Zadaniu . Niech f(x) = %x,

g(z) = 3z + 2 i niech T : H — H bedzie okreslone formuty T(A) = f(A) U g(A).
(A) Wykazad, ze dy(T(A), T(B)) < 3dy(A, B), dla A, B € H.
(B) Wykazaé, ze punkt staly C przeksztatcenia T' jest zbiorem Cantora ztozo-

nym z liczb postaci Y02, g2, gdzie u,, € {0,2}.

n=1
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3.33. Niech (X, d) bedzie zupelna przestrzenig metryczna. Wykazaé, ze jesli A; D
As D ... sg niepustymi zbiorami domknietymi i A,, jest suma skonczenie wielu
zbioréw o Srednicach < %, to przeciecie ;2 A, jest niepuste i zwarte.

Wskazéwka. Dowodzac, ze (0o, A, # (), okresli¢ ciag zbioréw domknietych
Fy, D Fy, D ... taki, ze F,, C A, diamF, < % i F, przecina kazdy zbior A;,
i=1,2,...

3.34. (A) Wykaza¢, ze w przestrzeni (R?, dy) opisanej w Zadaniu zbior K
jest catkowicie ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy lezy w sumie przeliczalnie
wielu odcinkéw wychodzacych z 0, ktérych dhugosci daza do zera (zob. Zadania
iB2).

(B) Wykaza¢, ze w przestrzeni (R? d,) opisanej w Zadaniu zbiér K jest
catkowicie ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy lezy w pewnym zbiorze [a, b] x
{0} U {sn} X [—tn, ta], gdzie s, € [a,b], oraz t, — 0.

3.35. Wykazaé, ze zbiory zwarte w przestrzeni Hilberta (I, d,) maja puste wne-

trze (zob. Zadanie [2.7)).
3.36. (A) Wykaza¢, ze kostka Hilberta H = {(z1,22,...) € Iy : x; € [—1, %]} jest
zbiorem zwartym w przestrzeni Hilberta (la, dp).

(B) Wykazaé, ze kostka Hilberta H jest homeomorficzna z przestrzenig I
opisana w Zadaniu [2.24]

3.37. (A) Pokazaé, ze kazda przestrzen metryczna catkowicie ograniczona jest
osrodkowa.

Wskazéwka. Skorzystaé ze wskazowki do Zadania [2.25] (A)

(B) Pokazaé, ze kazda osrodkowa przestrzen metryzowalna X ma metryke d
generujaca topologie w X i taka, ze przestrzen (X, d) jest catkowicie ograniczona
oraz diam X < 1.

Wskazéwka. Korzystajac ze wskazéwki do Zadania?F (B) skonstruowaé za-

2.24

nurzenie X w przestrzen (I, d) opisang w Zadaniu

3.38. Niech (RN, d) bedzie iloczynem kartezjaiiskim przeliczalnie wielu prostych
zmetryka d(s,t) = 352, 27 min(|t; — s;], 1), t = (t1,t2,...), s = (51, 89,...) € RY,
zob. [[.5.2]1 Zadanie [2.24] Pokazaé, ze kazda o$rodkowa przestrzeii metryzowalna
w sposéb zupely jest homeomorficzna z domknieta podprzestrzenia (RY, d).

Wskazéwka. Korzystajac ze wskazéwki do Zadania [3.37 (B) zalozy¢, ze prze-
strzenn jest homeomorficzna z podprzestrzenia Y iloczynu IN. Z Zadania m
wywnioskowaé, ze Y jest przecieciem przeliczalnie wielu zbioréw U; otwartych w
IN i rozwazy¢ wykres funkcji f : Y — IV okrelonej wzorem f = (fi, f,...),
gdzie fi(y) jest odwrotnoscia odlegtoéci punktu y od zbioru domknigtego 1N\ U;,
zob. wskazéwka do Zadania [[.42]

3.39. Niech A bedzie domknietym podzbiorem osrodkowej przestrzeni metry-
zowalnej X i niech f : A — FE bedzie przeksztatceniem cigglym, gdzie E jest
przestrzenia funkcyjna (C(I), dsup,) lub przestrzenia Hilberta (I, dy). Pokazaé, ze
istnieje przedtuzenie ciagle f : X — F funkcji f.

Wskazowka. Ustali¢ metryke d na X taka jak w Zadaniu (B). Dlan >0

wybraé skoniczone pokrycie U, pierécienia P, = {a:' € X 1 da(x) € (55, 2,1%1)}

zbiorami otwartymi o srednicy < 2n1+1 i dla kazdego U € U,,, punkt a, iy € A taki,
ze dy(an,u) < 2,%1 Zauwazy¢, ze kazdy punkt z € A ma otoczenie przecinajace
tylko skonczenie wiele pierscieni P,, wigc funkcja o = -, > ey, dx\v jest ciagta

na X \ A. Przedtuzy¢ f na X przyjmujac dla = € A, \,p(z) = d);\(ligx) oraz

f(@) =0 Xveu, v (@) f(any) € E i udowodni¢ ciaglosé f w punktach x € A.
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3.40. Niech f : A — Y bedzie funkcjg jednostajnie ciggta, okreslong na podzbio-
rze A przestrzeni metrycznej (X, dx) i przyjmujaca wartosci w zupelnej prze-
strzeni metrycznej (Y, dy). Wykazaé¢, ze funkcje f mozna przedtuzyé¢ do funkeji

jednostajnie cigglej f : A — Y na domkniecie zbioru A.

3.41. Niech U C R bedzie suma skonczenie wielu przedziatéw otwartych i ogra-
niczonych na prostej euklidesowej. Wykazaé, ze zbior F funkeji rozniczkowalnych
[ U — [—1,1] takich, ze |f'(t)] < 1 dla t € U, ma domkniecie zwarte w prze-
strzeni funkcyjnej (Cy(U,R), dsyp) z metryka supremum.

Wskazéwka. W przestrzeni (C(U, R), dg,,) rozpatrzy¢ zbiér przedtuzen funkcji
f € F na domkniecie zbioru U (zob. Zadanie [3.40).

3.42. Niech X C R" bedzie zwartym podzbiorem przestrzeni euklidesowej i niech
(I'(X), dsyp) bedzie przestrzenia przeksztalcen T : X — X zachowujacych odle-
gto$¢ miedzy punktami, z metryka supremum. Pokaza¢, ze przestrzen (I'(X), dsy,)
jest zwarta.

3.43. (A) Pokazad, ze jesli w przestrzeni metrycznej (Cy(X, R), dgyp), zbior F jest
caltkowicie ograniczony, to rodzina funkcji F jest jednakowo ciggta.

Wskazowka. Zauwazy¢, ze jesli diamf(V) < e, to dla kazdego g € B(f,¢),
diamg(V) < 3e.

(B) Pokazaé, ze warunek sformutowany w Twierdzeniu Ascoliego - Arzeli jest
warunkiem koniecznym do zwartosci domkniecia rodziny F.
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4. Sp6jnosé.
4.1. & Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna i niech, dla A C X, d4 bedzie
funkcja okreslong formuta (1) z czesci . B

(A) Wykazaé, ze jesli A B C X i ANB =0 = AN B, to zbiér otwarty
U={z:da(z) < dp(z)} zawiera A1 U N B = 0.

(B) Wykazaé, ze zbior S C X jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
zbioru otwartego U C X, jesli S przecina U i X \ U, to S przecina tez brzeg
bdU = U \ U zbioru U.

4.2. Wykazaé, ze przestrzenie metryczne opisane z Zadaniach [1.1]i[1.2]sa spdjne.

4.3. & Niech f : R — Rig: R — R beda funkcjami prostej euklidesowej
w siebie, spelniajacymi nieréwnosé¢ f(x) < g(z) dla wszystkich € R i niech
S ={(x,y) e R*: f(z) <y < g(x)}. Wykazaé, ze jesli f jest funkcja ciagla, to
zbior S jest spojny na plaszczyznie euklidesowej.

4.4. & Niech
Ay ={(z,y) eR?: 22 +3? = (L)%, 2 <0 lub y < O}U
U{(z,y) e R? 12 =+ oraz 0 < y < 1}
Wykazaé, ze X = AjUA3U. .. jest spéjnym podzbiorem plaszezyzny euklidesowej.

4.5. Poda¢ przyklad domknictego, spéjnego zbioru w R3, ktory jest sumg przeli-
czalnie wielu parami roztacznych niepustych zbioréw domknietych (taki zbiér nie
moze by¢ jednoczesnie ograniczony, zob. Zadanie [4.29).

Wskazowka. Niech f,, : [0,1] — R bedzie funkcja okreslona nastepujaco: jesli
z nalezy do [1, -] im < n, to fu(z) = n(r — -5)(5; — =), dla pozostatych
z, fu(z) = 0. Zdefiniowa¢ A, = {(z,y,0) : 22 +y?> = 1/n* ;2 < 0luby < 0} U
(01} X By, £al0) 0 <y < 1) rompatezyt X = ({(0.0)x )
Un An.

4.6. Wykazaé, ze w przestrzeni zwartej (X, 7)), zstepujacy ciag domknietych zbio-
réw spojnych ma spojne przeciecie. Pokazaé, ze zalozenie zwartosci jest istotne.

Wskazowka. Zalozy¢, ze przeciecie C' ma rozktad C' = AU B, gdzie A, B sa
domkniete, roztaczne i skorzysta¢ z Zadania [2.18] W drugiej czesci rozpatrzyé
X =1[0,1] x [0,1]\ {(1/2,0)}.

4.7. Wykazaé, ze zwarta przestrzen metryczna (X, d) jest spdjna wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdej pary punktow a,b € X ie > 0istniejg punkty aq,...a, € X
takie, ze a; = a, a, =bid(a;,a;41) <edlai=1,2,...n— 1.

4.8. Niech (X, 7x) i (Y, 7y) beda spdjnymi przestrzeniami topologicznymi, niech
A C X iniech f: X\ A — Y (funkcja f nie musi by¢ ciagta). Wykazaé, ze
jedli A= X, to S=AxYU{(b, f(b):be (X\ A} jest spojnym podzbiorem
iloczynu kartezjanskiego X x Y.

4.9. Niech (X,7x) bedzie przestrzenia spéjna, (Y,7y) — zwarta przestrzenia
spojna i f : U — Y ciaglym przeksztalceniem okreslonym na otwartej pod-
przestrzeni przestrzeni X. Pokaza¢, ze S = (X \ U) x Y U {(u, f(u)) : uw € U}
jest spéjnym podzbiorem iloczynu kartezjanskiego X x Y. Pokazaé, ze zaréwno
zatozenie zwartosci Y, jak i ciagtosci f jest istotne.

Wskazowka. Sprawdzi¢, ze S jest zbiorem domknietym w X X Y i dowodzac
spojnosci S skorzystaé z Zadania [2.14]

4.10. Wykazac, ze w spojnej przestrzeni metryzowalnej, majacej co najmniej dwa
punkty, kazda kula jest nieprzeliczalna.
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4.11. Niech (X xY,T) bedzie iloczynem kartezjaniskim sp6jnych przestrzeni me-
tryzowalnych, z ktérych kazda ma co najmniej dwa punkty. Wykazac, ze dopet-
nienie (X x Y)\ A dowolnego zbioru przeliczalnego jest spdjne.

Wskazéwka. Skorzysta¢ z Zadania [4.10]

4.12. & Funkcja f: R — R ma wlasno$é¢ Darboux, jesli dla kazdej pary punktéw
s < t 1 liczby r lezacej miedzy f(s) i f(t) istnieje u € [s,t] takie, ze f(u) = r.
Wykazaé, ze jesli wykres {(z, f(x)) : © € R} funkcji f : R — R jest spojnym
podzbiorem ptaszczyzny, to f ma wtasno$é¢ Darboux.

4.13. (A) Niech f : R — R bedzie funkcja z wlasnoscia Darboux (zob. Zadanie
[1.12)). Wykazac, ze jedli dla kazdego zbioru domknietego F' C R obciecie f | F :
F — R jest ciggte w pewnym punkcie, to wykres funkcji f jest spdjny.

(B) Wykazaé, ze wykres pochodnej f’ funkcji r6zniczkowalnej f : R — R jest
spojny.

Wskazéwka. Skorzystaé z faktu, ze pochodna f’ ma wtasnos¢ Darboux, f/(t) =
w, oraz z Zadania |3.19| (B).

n

lim,,

4.14. Ustawi¢ wszystkie nietrywialne przedziaty otwarte o koncach wymiernych
na prostej R w ciag Ji, Ja, ..., wybraé¢ indukcyjnie zbiory Cantora C,, C J, \
(CLU...UC,_1)1okredli¢ f:R — R tak, zeby f(t) # t dla kazdego t € R, oraz
f(C,) = R. Pokazaé, ze f ma wlasno$¢ Darboux, ale nie ma spojnego wykresu.

4.15. Niech a, = (£,0), n =1,2,.., by = (37, =), n,m = 1,2,.. . i niech

n+1’ nm
X =1[0,1] x {0} UU{I(an, bpm) : n,m =1,2,...},
gdzie I(a,b) jest odcinkiem o koncach a,b na ptaszczyznie.

(A) Wykazaé, ze jesli U C X jest zbiorem spojnym, otwartym w podprzestrzeni
X plaszezyzny i (0,0) € U, to (1,0) € U.

(B) Wykazaé, ze dla kazdego otoczenia V' punktu (0, 0) w przestrzeni X istnieje
spojne otoczenie tego punktu w X zawarte w V.

4.16. & Znalez¢é maksymalng liczbe parami niehomeomorficznych przestrzeni
spojnych, z ktorych kazda jest podzbiorem ptaszczyzny euklidesowej, bedacym
suma nie wiecej niz trzech domknietych odcinkéw euklidesowych.

4.17. Dla kazdej liczby catkowitej j, niech S; bedzie okregiem na plaszczyznie o

srodku w punkcie (7, ) i promieniu 3, oraz I; = {j} x [0,1). Niech

X=E®Rx{ohulJs;ulU1,
J<0 Jj=0
YV=Rx{0HhulJS;uLuS U],
§<0 j>1
beda podprzestrzeniami ptaszczyzny euklidesowej. Wykazaé, ze istnieje ciagte
i roznowartosciowe przeksztatcenie X na Y, istnieje ciagle i réznowartosciowe
przeksztatcenie Y na X, ale przestrzenie X i Y nie sa homeomorficzne.

4.18. & Niech f,g,h : X — R beda cigglymi przeksztatceniami przestrzeni
spojnej (X, T) w prosta rzeczywistai S, = {(s,t) € R? : (s—f(z))*+(t—g())* =
h(x)*}. Wykazaé, ze S = U ey s jest spojnym podzbiorem plaszczyzny.
4.19. & Pokazaé, ze zbior
X =UpZi ({1/n} x [0,1]) WU ([=1, 0] x {1/n}) UUZ, ({—1/n} x [-1,0]) U
ne1([0,1] x {=1/n})

jest spojny, ale nie jest tukowo spojny.
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4.20. & Wykazaé, ze przestrzenn X = R?\ A powstala z usuniecia z plaszczyzny
euklidesowej zbioru przeliczalnego A jest tukowo spéjna.

4.21. Niech A i B beda podzbiorami przedziatu [0, 1] i niech X bedzie podprze-
strzenig ptlaszczyzny euklidesowej otrzymang jako suma odcinkéw domknietych
taczacych punkt (0,1) z punktami zbioru A x {0}, oraz odcinkéw domknietych
taczacych punkt (0, —1) z punktami zbioru B x {0}.
(A) Pokazaé, ze X jest spojny wtedy i tylko wtedy, gdy ANB # () lub ANB # .
(B) Pokazaé, ze X jest tukowo spéjny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja a € A,
b € B takie, ze przedzial o koncach a, b zawiera sie w AU B.

4.22. Niech I = [0,1], a, € I, n = 1,2,... i niech X bedzie zbiorem na ptasz-
czyznie euklidesowej opisanym formuta

X:IX{O}UQIX{:L}UQ{%}X[ !

1
n+1'n

.

(A) Wykazaé, ze zbiér X jest spojny.
( (;3) Wykazaé, ze zbiér X jest tukowo spojny wtedy i tylko wtedy, gdy ciag
G )nen jest zbiezny.

4.23. Niech X = {(z;) € b : 0 < z; <} idla co najwyzej jednej wspoirzednej
i, x; € (0,1)}. Czy zbiér X w przestrzeni Hilberta (Is, dy,) jest

(A) zwarty,

(B) spéjny,

(C) tukowo spdjny?

4.24. & Niech a = {(0,0)}, b = {(1,0)} i niech X = {a,b} UU;2,[0,1] x {1}
bedzie podprzestrzenia plaszczyzny euklidesowe;j.

(A) Wyznaczy¢ sktadowe przestrzeni X.

(B) Wykazaé, ze X nie jest homeomorficzna z Y = X \ {a}. Czy X jest home-
omorficzna z przestrzenia Z = Y U {(1/2,0)} rozpatrywana jako podprzestrzen
ptaszczyzny euklidesowej?

4.25. & Niech S bedzie podzbiorem iloczynu kartezjanskiego X x Y przestrzeni
topologicznych X i Y.

(A) Wykazaé, ze S jest sktadowa X x Y wtedy i tylko wtedy, gdy S jest
iloczynem kartezjanskim sktadowych w przestrzeniach X i Y.

(B) Wykazaé, ze S jest sktadowa tukowej spdjnosci X x Y wtedy i tylko wtedy,
gdy S jest iloczynem kartezjanskim sktadowych tukowej spdjnosci w przestrze-
niach X i Y.

4.26. Niech (X,7) bedzie przestrzenia zwarta, a € X i niech C' bedzie przecie-
ciem wszystkich zbioréw zawierajacych a, ktére sg jednoczesnie otwarte i do-
mkniete w X. Wykaza¢, ze C' jest sktadowa przestrzeni X.

Wskazéwka. Zatozyé, ze C' = AU B, gdzie A, B sa domkniete, roztaczne i
niepuste, a € A. Znalezé roztaczne zbiory V i W otwarte w X, takie ze A C V
i B C W, zob. Zadanie 2.18] Korzystajac ze zwartosci F = X \ (VU W) wy-
bra¢ skonczona rodzine U zbioréw jednocze$nie otwartych i domknietych w X,
roztacznych z C' i pokrywajacych F. Sprawdzi¢, ze V' \ UU jest zbiorem otwar-
tym i domknigtym w X, zawierajacym A i roztacznym z B. Wyprowadzi¢ stad
sprzecznosé.

4.27. Niech X bedzie podprzestrzenia ptaszczyzny euklidesowej opisang w Zada-
niu m Pokaza¢, ze {a} jest sktadowa przestrzeni X, ale przeciecie wszystkich
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podzbioréw X zawierajacych a, ktére sa jednoczesnie otwarte i domkniete w X,
jest réwne {a, b}.

4.28. Niech (X, 7) bedzie zwarta przestrzenia spojna i V' C X niepustym zbio-
rem otwartym o niepustym dopehlieniu. Pokazac, ze dla kazdego punktu a € V
istnieje zbior spojny S C V taki, zea € S1S\V #0.

Wskazéwka. Rozpatrzyé sktadows S punktu a w podprzestrzeni V i skorzystaé
z Zadania [£.26]

4.29. Udowodni¢ twierdzenie Sierpinskiego: jesli przestrzen zwarta X jest prze-
liczalng sumg roztacznych zbioréw domknietych Fi, Fy, .. ., to kazdy spojny pod-
zbior X zawiera sie w jednym ze zbiorow Fj.

Wskazéwka. Zatozy¢, ze tak nie jest i okresli¢ indukeyjnie, korzystajac z Zadan
1[4.28] zwarte zbiory spdjne Xq D X; D ... nie zawierajace sie w zadnym ze
zbioréw Fj i takie, ze X, N F, =0 dlan > 0.

4.30. Niech X bedzie przestrzenia opisana w Zadaniu [£.24, Wykazaé, ze nie
istnieje przeksztatcenie ciggle i wzajemnie jednoznaczne przestrzeni X na zadng
przestrzen zwarta.

Wskazowka. Zatozy¢, ze takie f istnieje i korzystajac z Zadania [4.29 zauwazy¢,
ze sktadowa f((0,0)) jest zbiorem jednopunktowym. Wyprowadzié sprzecznosé z

Zadan [4.26] 1 [4.27

4.31. Niech ¢(t) = (cost,sint) i niech X = {@(t) : t € [0,2m)} U{(1 — e ")p(t) :
t € [0,00)}U{(1+e")p(t):t € [0,00)} bedzie podprzestrzenia plaszcezyzny
euklidesowej. Pokazac, ze X jest zwarta i spojna oraz wskaza¢ sktadowe hukowej
spojnosci X.
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5. Przestrzenie ilorazowe.

5.1. & Niech D" = {(xy,...,2,) € R* : 2} + ... + 22 < 1}, za$§ S"! =
{(xy,...,2n) ER" : 22 + ... + 22 =1}.
(A) Wskaza¢ homeomorfizm D?/S! ~ S2.
vkazaé, ze ~1 jest przestrzenia homeomorficzna z S™.
B) Wykaza¢, ze D"/S"! j ia h fi Sn

5.2. Niech I = [0,1]. Wykazaé, ze przestrzen /A, gdzie A C I jest zbiorem
dwuelementowym, jest homeomorficzna z jedna z przestrzeni 1/{0,1}, I/{0, %},
I/{3,2} i zadne dwie z tych przestrzeni nie sa homeomorficzne.

5.3. Niech C' bedzie zbiorem Cantora opisanym w 2.3 (10) i A = {0, 1, %, %, .
Pokazaé, ze przestrzenie [0, 1]/C i [0, 1]/A sa homeomorficzne.

5.4. (A) Pokazaé, ze w przestrzeni R/Q, gdzie Q jest zbiorem liczb wymiernych,
kazdy niepusty zbiér otwarty zawiera klase abstrakeji zera.

(B) Pokazad, ze przestrzen R/A jest Hausdorffa wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér
A jest domkniety.

5.5. & (A) Okredli¢ relacje réownowaznosci na S* x S* tak, by przestrzeii ilorazowa
byta homeomorficzna z S2.

(B) Okresli¢ relacje réwnowaznoéci na St x S? tak, by przestrzen ilorazowa
byta homeomorficzna z S3.

5.6. & Niech A = [0,1] U [2,3], B = [4,5] U [6,7]. Niech f : A — B bedzie
homeomorfizmem zadanym wzorem (f | [0,1])(t) =5 —¢, (f | [2,3])(t) =9 —t.
Wykazaé, ze przestrzen [0, 3] Uy [4,7] jest homeomorficzna z okregiem.

5.7. Niech 7 : R — R/A bedzie przeksztalceniem ilorazowym sklejajacym do-
mkniety wlasciwy zbiér A C R do punktu.

(A) Pokazaé, ze jesli A nie jest zbiorem jednopunktowym, to istnieje zbiér
otwarty U C R taki, ze 7(U) nie jest zbiorem otwartym w R/A.

(B) Pokazaé, ze jesli R/A jest przestrzenia metryzowalna, to zbiér A\ IntA jest
zwarty.

Wskazéwka. Zob. Przyktad [5.1.4]

5.8. Butelka Kleina nazywa sie przestrzen [—1, 1] x [—1, 1]/ ~, gdzie rézne punkty
(x,y), (2',y') sa w relacji ~ wtedy i tylko wtedy, gdy |z| =11 (2/,¢') = —(z,y),
lub [yl =1iz =21

Pokazaé, ze butelka Kleina jest homeomorficzna z podprzestrzenia u([0, 27] x
0,27]) przestrzeni euklidesowej (R* d.), gdzie u(z,y) = ((2 + cosy)cosz, (2 +
cosy)sinx,cos § siny,sin 3 siny).

Wskazéwka. Zauwazyé, ze funkcja u utozsamia w kwadracie [0, 27] x [0, 27]
kazdy punkt (0,t) z punktem (27,27 — t), oraz kazdy punkt (¢,0) z punktem
(t,27), nie utozsamiajac innych punktéw, zob. Uwaga (B).

5.9. Wstega Mobiusa nazywa si¢ przestrzen M = [—1,1] x [-1,1]/ ~, gdzie
rézne punkty (z,y), (',y") sa w relacji ~ wtedy i tylko wtedy, gdy |z| = 1 i
(',y") = —(x,y). Relacja ~ na sumie [—1,1] x {—1}U[—1, 1] x {1} skleja te dwa
odcinki w okrag, ktéry oznaczamy przez M i nazywamy brzegiem M.

(A) Pokazaé, ze przestrzen ilorazowa M/OM otrzymana z M przez sklejenie
OM do punktu jest homeomorficzna z ptaszczyzna rzutows.

Wskazéwka. Rozwazyé przeksztatcenie u : [—1,1] x [—1,1] — R? okreslone
wzorem u(x,y) = ((1 — |y|)x,y), przeprowadzajace kwadrat [—1,1] x [—1,1] na
romb {(s,t) : |s| + |t| < 1}.
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(B) Przedstawié¢ butelke Kleina jako przestrzen ilorazows otrzymana w wyniku
sklejenia dwoch wsteg Mobiusa wzdtuz ich brzegow.

Wskazowka. Wyciaé¢ z kwadratu [—1, 1] x [—1, 1] prostokat {(x,y) Cyl < %}

5.10. & Niech X bedzie przestrzenia opisang w Zadaniu [£.24] i niech ~ bedzie
relacja nalezenia do tej samej sktadowej przestrzeni X, zob. 4.3.1. Pokazac, ze
przestrzen ilorazowa X/~ nie jest przestrzenia Hausdorffa.

5.11. Niech T bedzie przestrzenia opisana w [£.1.9]1 niech ~ bedzie relacja nale-
zenia do tej samej sktadowej tukowej spojnosci w T', zob. [£.3.2]

(A) Opisa¢ topologie ilorazowa w T'/ ~.

(B) Pokazaé, ze przestrzen T/ ~ nie jest homeomorficzna z zadna przestrzenia
ilorazowa X/ ~x, gdzie ~x jest relacja nalezenia do tej samej sktadowej prze-
strzeni topologicznej X.

5.12. Niech (X, d) bedzie zwarta przestrzenia metryczna i niech ~ bedzie relacja
nalezenia do tej samej sktadowej przestrzeni X, zob. [£.3.1]

(A) Pokazaé, ze kazdy punkt przestrzeni ilorazowej X/ ~ jest przecieciem zbio-
roéw, ktore sa jednoczesnie otwarte i domkniete w X/ ~. Wywnioskowaé stad, ze
X/ ~ jest przestrzenia Hausdorffa.

Wskazéwka. Skorzystac z Zadania [4.26]

(B) Wykazaé, ze przestrzenn X/~ zanurza si¢ w zbiér Cantora.

Wskazowka. Niech {B; : i > 1} bedzie rodzina wszystkich podzbioréw X/ ~,
ktoére sa jednoczesnie otwarte i domkniete w X/~ zob. Zadanie Pokazaé, ze
funkcja f =3, 33 X5, 8dzie X, Jest funkcja charakterystyczng zbioru B;, zanurza
X w zbiér Cantora opisany w 2.3 (10).
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6. Homotopie.

6.1. & Pokaza¢, ze jesli f,g : X — S™ sa dwoma przeksztalceniami ciagglymi
takimi, ze dla dowolnego =z € X, d.(f(x),g(x)) < 2, to f i g sa homotopijne.

6.2. & Pokazad, ze kazde przeksztalcenie ciagle f : X — 5™ takie, ze f(X) # S™
jest homotopijne z funkcja stalq.

6.3. & Pokazaé, ze kazde przeksztalcenie ciggle f : X — Y okreslone na prze-
strzeni Sciagalnej X jest homotopijne z funkcja stala.

6.4. & Niech A = {1 :n € N}U{0} i niecch X = A x [0,1] U [0,1] x {1} bedzie
podprzestrzeniag ptaszczyzny euklidesowe;j.

(A) Pokazaé, ze X jest Sciggalna.

(B) Pokazaé, ze nie istnieje homotopia H : X x I — X laczaca idx z przeksztal-
ceniem staltym o jednopunktowym obrazie {(0,0)}, taka, zeby dla dowolnego t € I
zachodzito H((0,0),t) = (0,0).

Wskazowka. Zatozy¢ przeciwnie i rozwazy¢ droge H | ({ (3, O)} x I) dla n takiego,
ze + < dist({0} x I, H~1((0,1))) (zob. Zadanie 2.9 (A)).

6.5. Niech I(x,y) oznacza odcinek na plaszczyznie taczacy = z y. W R? z metryka
euklidesowg dane sa podprzestrzenie X = I(zg,p) UUS", I(2,,p) 1Y = X U—-X,
gdzie zo = (0,0), p = (0,1), x, = (%, 0), a —X oznacza zbiér symetryczny do X
wzgledem punktu (0, 0).

(A) & Pokazaé, ze X jest przestrzenia Sciagalna, ale przestrzen Y nie jest
Sciggalna.

Wskazowka. W dowodzie niesciggalnosci Y zalozy¢ przeciwnie, ze istnieje ho-
motopia H : Y x I — Y, H(y,0) =y, H(y,1) = 2o dla y € Y. Korzystajac ze
wskazéwki do Zadania (B) zauwazy¢, ze D = {xo} x INH '({p,—p}) # 0
i rozwazy¢ obcigcie H do Y x [0,¢], gdzie t = inf {s € I : (x¢, s) € D}.

(B) Niech Y5 = j(X)U —X C R?, gdzie j jest jednokladnoscia o érodku w p
i wspotezynniku 2. Pokazaé, ze przestrzen Y jest Sciggalna.

6.6. Niech n > 2.

(A) Wykazaé, ze dla kazdej petli a € ©(S™, a) istnieje homotopijna z nia petla
B € Q(S™, a) taka, ze B(I) jest zbiorem brzegowym w S™.

Wskazowka. Wybraé m takie, ze kazdy zbior a([%, %]),z =0,...,m—1,lezy w
pewnej otwartej potprzestrzeni wyznaczonej przez hiperptaszczyzne przechodzaca
przez 0 i przyjaé ((t) = %, gdzie u(t) = (1 — (mt — i))a(L) + (mt — i) L),
dlate [, 2] 4 =1,...,m—1. Sprawdzi¢, ze d.(a(t), 3(t)) < 2, dla t € I, zob.
Zadanie [6.1]

(B) Wykazaé, ze kazda petla o € ©(S™, a) jest homotopijna z petla stala e,.

Wskazowka. Sprawdzié¢, ze dla petli 8 € Q(S™, a) opisanej w (A), 5 ~ &,, zob.

czese 6.1.

6.7. Niech Y bedzie przestrzenig Sciggalna. Pokazac, ze kazde przeksztalcenie
ciggle f: 8™ — Y mozna przedtuzyé do przeksztalcenia ciggltego f: D" — Y.

6.8. Niech F = {z € R"" : 1 < d.(z,0) < 2}, OF = {x € R"™ : d (x,0) =
1, lub d.(z,0) = 2}. Pokaza¢, ze kazde przeksztalcenie ciagle f : OF — Y w
przestrzen $ciggalng Y mozna przedtuzy¢ do przeksztatcenia ciagltego f : E — Y.
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6.9. (A) Niech S C I™ bedzie zwartym zbiorem spéjnym i niech X = I"/S
powstaje z I™ przez sklejenie S do punktu. Pokazaé¢, ze kazde przeksztatcenie
ciggle f : X — St jest homotopijne z przeksztalceniem stalym.

Wskazowka. Niech 7 : I" — X bedzie przeksztalceniem ilorazowym i F f oT.
Zauwazyc¢, ze przeksztalcenie F : I" — R takie, ze Eo F = F, zob. 1} jest
stale na S i okregli¢ ciggle f: X — R takie, ze Eo f = f.

(B) Pokazaé, ze kazde przeksztatcenie c1adgle sfery S™ w okrag S, n > 2, jest
homotopijne z przeksztatceniem statym (zob. takze Zadanie (C

Wskazéwka. Skorzysta¢ z Zadania [5.1]

6.10. Niech u : I? — S x S! = T bedzie przeksztalceniem kwadratu na torus
okreglonym wzorem u(s,t) = (E(s), E(t)) i niech C = u(dI?) C T bedzie obra-
zem brzegu kwadratu. Pokazaé, ze jesli obcigcie f|C funkcji ciagtej f: T — S?
jest homotopijne z przeksztatceniem statym, to funkcja f jest homotopijna z prze-
ksztatceniem statym.

Wskazéwka. Niech H : C'x I — S! bedzie homotopia taczaca f|C z przeksztal-
ceniem stalym. Okresli¢ funkcje ciagta g : 01 — S! na brzegu kostki I taka, ze
dlap: I? — T x I danej wzorem p(sy, 2,t) = (u(sy,52),t), g pokrywa sie z fop
na dolnej podstawie kostki, z H op na 01 x I i g jest stala na gérnej podstawie,
a nastepnie, korzystajac z Zadania (B), przedtuzy¢ g na I3.

6.11. (A) Niech f : M — S! bedzie ciaglym przeksztalceniem wstegi Mobiusa
w okrag. Pokazaé, ze jesli f|OM jest homotopijne z przeksztatceniem statym, to
istnieje ciagte f: M — R takie, ze F o f: f.

Wskazéwka. Niech 7 : I? — M bedzie przeksztalceniem ilorazowym skleja-
jacym jedynie punkty (0, t)z (1,1 —t), F = foniniech F : I? — R bedzie
takie, ze E o F = F. Zauwazy¢, ze réznica F(1,1—t) — F(0,t) € Z jest stata dla
t € I. Korzystajac z faktu, ze f ]8M jest homotopijne z przeksztatceniem statym
udowodni¢ réwnoé¢ F(1,1) = F(0,0) + (F(O 1) — F(1,0)) i wyprowadzi¢ stad
istnienie funkcji f: M — R speliajacej f omr=F.

(B) Wyprowadzi¢ z (A), ze kazde ciagte przeksztalcenie plaszezyzny rzutowe;
w okrag jest homotopijne z przeksztatceniem statym.

Wskazéwka. Skorzystac¢ z Zadania (A).

6.12. (A) Wykazaé, ze istnieje ciagle przeksztatcenie f : K — S butelki Kleina
w okrag, ktoére nie jest homotopijne z przeksztatceniem statym.

Wskazéwka. Niech 7w : I? — K bedzie przeksztalceniem ilorazowym sklejaja-
cym ze soba punkty (0,¢) i (1,1 —t) oraz punkty (s,0) i (s, 1). Sprawdzi¢, ze dla
F : I? — S' zadanego wzorem F'(s,t) = E(s) istnieje f : K — S! spelniajace
fom=F, zauwazy¢, ze petla a : I — S* zdefiniowana wzorem a(s) = f(m(s, 3))
ma stopien 1 i1 wyprowadzi¢ stad teze.

(B) Wyprowadzi¢ z (A) i z Zadania [6.11] (B), ze plaszczyzna rzutowa nie jest
homotopijnie réwnowazna z butelka Kleina.

6.13. (A) Niech f: M — S bedzie ciagtym przeksztalceniem wstegi Mobiusa w
okrag. Pokazac¢, ze petla generowana przez obcigcie f|OM : 9M — S ma stopien
parzysty.

Wskazéwka. Niech 7 : [ — M, F' = fomi F : I? = R beda takie, jak we
wskazéwee do Zadania (A) i niech F(l 1—t)—F(0,t)=keZdatel.
Pokazaé, ze FI(1,1) = F(0,0) + (F(0,1) — F(1,0)) + 2k.

(B) Wywnioskowa¢ z (A), ze istnieje ciagte przeksztalcenie f : M — S*,
ktérego nie mozna przedtuzyé do cigglego przeksztalcenia f: M — S!, w szcze-
gblnosci nie istnieje ciggta retrakcja wstegi Mobiusa na jej brzeg.
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6.14. (A) Niech f,g : X — S! beda cigglymi przeksztalceniami przestrzeni
topologicznej (X,7) w okrag. Pokazaé, ze f i g sa homotopijne wtedy i tylko

wtedy, gdy iloraz g : X — S jest homotopijny z przeksztatceniem statym.

(B) Pokazac, ze jesli f, g : K — S! sa ciagtymi przeksztalceniami butelki Kleina
w okrag, to istnieja liczby catkowite m i n takie, ze , (m,n) # (0,0) i f™ ~ g™.

Wskazéwka. Zgodnie z Zadaniem (B), K = M, U M,, gdzie My, M, sa
wstegami Mobiusa, a C' = M; N My jest ich wspdélnym brzegiem. Dobra¢ m i n

tak, by f™|C ~ g"|C, zob. i skorzystac z (A) oraz z Zadania (A).

6.15. Niech T' = S! x S! bedzie torusem, i niech p; : T — S! bedzie rzutowaniem
T na i-ta wspolrzedna. Pokazac, ze jesli pi* ~ ph dlam,n € Z,tom =n =01 wy-
wnioskowaé z Zadania [6.14] Ze torus nie jest homotopijnie réwnowazny z butelka
Kleina.

6.16. Niech f : S — S! bedzie funkcja ciggla.

(A) Wykazaé, ze jesli f jest homotopijna z funkcja stala, to istnieje funkcja
ciggla g : ST — S! taka, ze g2 = f (gdzie ¢(2) = g(2)g(z) dla z € S?).

Wskazéwka. Powtarzajac rozumowanie z uzasadnienia [6.2.6] pokazaé, ze petla

= (f owy)/f(1) jest homotopijna z petla stala. Z [6.2.4] wywnioskowaé, ze
dega = 0, wiec droga & : I — R speliajaca warunki F oa = a i @(0) = 0 jest
petla. Okreslié ciggle ¢ : ST — R takie, ze f = E o ¢ i rozwazyé g = E o %gp.

(B) Wykazaé, ze jesli f spelnia warunek f(—z) = —f(z) dla z € S', to f nie
jest homotopijna z funkcja stala.

Wskazéwka. Zalozyc przecwvnle i rozpatrzy¢ funkcje ciggte g, h : ST — S* takie,
ze g = f,ah(z) = (Z ) dla z € S'. Z h%(z) = f;(;’j) = —1 wywnioskowad¢, ze h
jest funkcja statg i A(1)h(—1) = h(1)h(1) = —1. Obliczy¢ h(1)h(—1) korzystajac
z definicji funkcji h.

6.17. (A) Niech F : S? — R? bedzie funkcja ciagta. Wykazaé, ze istnieje z € S?
takie, ze F(z) = F(—z) (twierdzenie Borsuka-Ulama dla sfery S?).
Wskazéwka. Zalozy¢ przeciwnie i rozwazy¢ funkcje h : S2 — S* okreslong

wzorem h(x) = %, gdzie S2 oznacza gorng domkm@teg polowa sfery

S? ograniczong okregiem jednostkowym 957 = S* N (R? x {0}). Sprawdzi¢, ze
obcigcie f = h|0ST spemia warunek f(—z) = —f(x) 1 jest homotopijne z funkcja
stala. Wyprowadzi¢ sprzecznos¢ z poprzedniego zadania.

(B) Nech A, Ay, A3 beda domknigtymi podzbiorami sfery S%. Wykazacé, ze jesli
S? jest suma tych zbioréw, to istnieje z € S? takie, ze jeden z tych zbioréw zawiera
ri—um.

Wskazéwka. Zaltozy¢, ze A; jest roztaczny z B; = {—x : z € A;} dla j =
da; (m)dej (z)
da;(z)+dp;(z)
Korzystajac z (A) znalezé¢ x € S? takie, ze f;j(x) = f;(—xz) dla j = 1,2 i pokazad,
Zex¢A1UA2U31UBg.

6.18. Niech A_;, Ay, B_;, B; beda zbiorami domknietymi w kwadracie [—1, 1]
takimi, ze suma tych zbioréw pokrywa [—1,1]%. Wykaza¢, ze jesli {k} x [-1,1] C
Api[—1,1]x{k} C By, dlak € {—1,1}, to jedno z przecie¢ A_1NA; lub B_1N B,
jest niepuste.

Wskazéwka. Zalozy¢ przeciwnie i rozpatrzy¢ funkcje ciggle o, @ [—1,1]?
[—1,1] takie, ze gp( ) = —k dlax € A, ¥(x) = —k dla z € By. Pokazaé, ze
f=(p,¥): [ ,1]*> — [—1, 1]* nie ma punktu stalego.

1,2 i rozwazy¢ funkcje fi, fa : S? — R okreslone wzorem f;(z) =
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6.19. Niech u,v : [—1,1] — [—1,1] beda funkcjami ciagglymi takimi, ze u=1(k) =
v (k) ={k} dla k € {—1,1}. Wykaza¢, ze zbioru T = {(s,t) € [-1,1]* : u(s) =
v(t)} nie mozna roztozyé na sume dwoch roztacznych zbioréw domknietych, z
ktorych jeden zawiera punkt (—1,—1), a drugi punkt (1, 1).

Wskazéwka. Zaltozyé przeciwnie, ze T rozklada sie na roztaczne zbiory do-
mkniete C_; i C1, (k, k) € Cy. Okredli¢ zbiory otwarte U, w kwadracie [—1, 1]? ta-
kie, ze Oy, C Uy, U_1NU; = 0 i Uy, nie przecina bokéw kwadratu nie zawierajacych
punktu (k, k). Przyja¢ Ay, = UyU({k}x[=1,1]), By = {(s,t) : ku(s) < kv(t)}\U_4

i pokazaé sprzecznosé z Zadaniem [6.18]

6.20. Niech X iY bedg przestrzeniami tukowo spojnymi, a € X ib € Y. Pokaza¢,
ze grupa m (X x Y, (a,b)) jest izomorficzna z grupa (X, a) x m (Y, ).

6.21. Niech Y bedzie domknieta podprzestrzenia tukowo spojnej przestrzeni X i
niech H : X xI — X bedzie homotopig taczaca idx z przeksztatceniemr : X — Y
taka, ze H(y,t) =y, dlay € Y it € I. Pokaza¢, ze grupy podstawowe 7 (X) i
m1(Y) sa izomorficzne.

6.22. Znalez¢ grupe podstawows sfery z wyrzuconymi dwoma punktami i ptasz-
czyzny rzutowej z wyrzuconym jednym punktem.
Wskazéwka. Skorzysta¢ z poprzedniego zadania.
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7. Zadania dodatkowe.

7.1. Niech S bedzie zbiorem nieskonczonym, niech [;(S) bedzie przestrzenig li-
niowg funkcji v : § — R o skonczonym nosniku suppv = {s: v(s) # 0} i niech
o] = Xses [v(s)], dla v € 1;(S).

(A) Pokazaé, ze d(u, v) = ||u—v]|| jest metryka na l;(.S) i w przestrzeni (I¢(5), d)
znalezé domkniecie 1 wnetrze zbioru A = {v € [;(S) : max,eg |v(s)| < [suppv|}.

(B) Niech S bedzie zbiorem mocy continuum. Znalezé zanurzenie izometryczne
przestrzeni (R?, dy) z Zadania [L.1| w przestrzen (14(S), d).

(C) Niech S bedzie zbiorem mocy continuum. Znalez¢ zanurzenie izometryczne
przestrzeni (R?, d,) z Zadania [1.2| w przestrzen (17(5),d).

7.2. Niech X = {(¢,4t(1 —1t)) : t € [0,1]} i niech (X,7T(<)x) bedzie podprze-
strzenig kwadratu leksykograficznego (12,7 (<)) opisanego w Przykladzie [1.2.8]
Znalez¢ podprzestrzen (Y, 7 (d,)y) przestrzeni (R? d,) opisanej w Zadaniu
homeomorficzng z (X,7(<)x). Czy istnieje taka podprzestrzen w przestrzeni
(R?, dy) opisanej w Zadaniu

7.3. Niech

X; ={(0,0)}uU {(%, %) tn,m=1,2,...},

X ={0,0}U{Z, ) :n,m=1,2,...,n<m}i

Xs={0,0}U{t H:n=12. . 3u{tD):n=12.}

beda podprzestrzeniami plaszczyzny euklidesowej R2. Ktore z tych trzech prze-
strzeni s ze soba homeomorficzne?

7.4. Niech F' C R? bedzie niepustym zbiorem domknietym takim, ze dla kazdego
zbioru otwartego U w R? zawierajacego F' i dowolnych zbioréw otwartych Wi,
Wy w R? przecinajacych F istnieje funkcja ciggla f : R — R, ktorej wykres jest
zawarty w U i przecina oba zbiory Wy, Ws.

(A) Pokazaé, ze dla kazdego x € R zbiér F(z) = {t € R : (z,t) € F} jest
niepustym przedziatem w R.

(B) Pokazad, ze dla kazdego zbioru otwartego J C R zbiér {x € R: F(x) C J}
jest otwarty w R.

7.5. Niech U C R? bedzie zbiorem otwartym. Pokazaé, ze jedli dla kazdego € R
zbiér U(z) = {t € R : (x,t) € U} jest niepustym przedzialem w R, to istnieje
funkcja ciagta f : R — R, ktérej wykres jest zawarty w U.

7.6. Niech T': X — X bedzie przeksztatceniem zwartej przestrzeni metryczne;j
(X, d) w siebie takim, ze d(T'(z),T(y)) < d(z,y) dla réznych x,y € X. Wykazac,
ze T" ma doktadnie jeden punkt staty.

7.7. Niech (2N, <) bedzie zbiorem ciagdéw zero-jedynkowych z porzadkiem leksy-
kograficznym < (zob. Zadanie (D)) i niech 7 bedzie topologia porzadkowa,
wyznaczong przez <. Wykazaé, ze przestrzen (2V,7) jest homeomorficzna ze
zbiorem Cantora.

7.8. Niech H C (|0, 1] bedzie zbiorem rosnacych homeomorfizméw odcinka na
siebie i d = dgup|H x H (zo0b. Zadanie [L.€). Pokaza¢, ze metryka d na H jest
prawostronnie niezmiennicza (tzn. d(f,g) = d(f o h,g o h)), metryka d(f, g) =
dsup(f~1,971) jest lewostronnie niezmiennicza i generuje w H topologie 7 (d), ale
zadna metryka dwustronnie niezmiennicza na H nie generuje tej topologii.
Wskazowka. Okresli¢ ciagi f,,, 9, € H takie, ze g, — id, ale f, ' og,o f, / id.

7.9. Przyjmijmy oznaczenia z Zadania , ustawmy liczby wymierne z [0, 1]
w Cl@g q1,42, - - - 1 nieCha dla fvg € C[Oa 1]7 ds(fa g) - Zzozl 2in|f(Qn) - g(Qn)l
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(A) Pokazaé, ze metryki ds 1 dsy, generuja w C10, 1] rézne topologie.
(B) Pokazaé, ze metryka ds|H x H generuje w zbiorze H topologie 7 (d).

7.10. Przyjmijmy oznaczenia z Zadania

(A) Pokazaé, ze przestrzen (H,d) nie jest zupekna.

(B) Niech d.(f,g) = d(f,g) + d(f,g). Pokaza¢, ze metryka d.. generuje na H
topologie 7 (d) i przestrzen (H,d,) jest zupelna.

(C) Pokaza¢, ze jesli d_ jest prawostronnie niezmiennicza metryka na H gene-
rujaca topologie 7 (d), to przestrzen (H,d_) nie jest zupelna.

Wskazowka. Sprawdzi¢, ze id : (H,d) — (H,d_) jest jednostajnie ciagla i sko-
rzystaé z (A).

7.11. Niech (X,d) bedzie przestrzenia metryczna. Ustalmy p € X i niech dla
a € X funkcja f, : X — R bedzie okreslona wzorem f,(z) = d(x,a) — d(x,p).
Pokazaé, ze f, € Cp(X,R) oraz d(a,b) = dsup(fa, f5), zob. Przyktad |1.7.4]

7.12. Uzupelnieniem przestrzeni metrycznej (X, d) nazywamy przestrzeni me-
tryczna zupelng (Z,dz) wraz z zanurzeniem izometrycznym ¢ : X — Z prze-
strzeni X na gesty podzbior Z.

(A) Pokazaé, ze kazda przestrzen metryczna ma uzupelnienie.

Wskazéwka. Skorzystac¢ z Zadania [7.11]

(B) Pokazaé, ze jesli (Z;,d;), v; : X — Z;, i = 1,2, sa uzupeklieniami prze-
strzeni metrycznej (X, d), to istnieje izometria ¢ : Z; — Zs taka, ze ¥ o 1)y = 1s.

Wskazowka. Skorzystac z Zadania [3.40]

(C) Niech (Z,dz), v : C[0,1] — Z bedzie uzupetnieniem przestrzeni metrycznej
(C10,1], 7) opisanej w Zadaniu[L.7} Pokazaé, ze istnieje funkcja ciaglta ¥ : Z — R
taka, ze U(¢(f)) = f) f(t)dt, dla f € C[0,1].

Wskazowka. Skorzystaé z nieréwnosci | i f(t)dt — [, g(t)dt| < 7(f,g).

7.13. (A) Zauwazy¢, ze dla kazdego ciagu (r;)32, dodatnich liczb rzeczywistych
podprzestrzen {(ti)fil eRY: |t < ri} iloczynu kartezjanskiego RY przeliczalnie
wielu prostych, jest homeomorficzna z kostks Hilberta, zob. Zadania i

(B) Niech (A, d) bedzie niepusta przeliczalna przestrzenia metryczna z usta-
lona réznowartosciowa numeracja A = {ay,aq,...}. Pokazaé, ze K = {(t;); :
;| < d(ay,a;) 1t —t;| < d(ai,a;)} jest zwartg podprzestrzenia iloczynu kar-
tezjanskiego prostych oraz dla rzutowan p, : K — R (pu(ti,ta,...) = t,),
dsup(pmpm) = d(am am)-

Wskazowka. Dla ustalonych n, m, przyjaé t; = d(a;, an) —d(aq, a,,) 1 sprawdzié,
ze (t1,ta,...) € K oraz |t, — t,,| = d(an, am).

(C) Pokazaé, ze dla kazdej przestrzeni metrycznej osrodkowej (X, d) istnieje
zwarta przestrzen metryzowalna K i izometryczne zanurzenie przestrzeni (X, d)
w przestrzen (C(K),dgyyp), zob. Zadanie (A).

Wskazowka. Ustali¢ réznowartosciowa numeracje A = {aq,as, ...} przeliczal-
nego zbioru A gestego w przestrzeni X i korzystajac z zupelnosci przestrzeni
(C(K),dsup), przedtuzyé na X izometryczne zanurzenie T : A — C(K) dane
wzorem T'(a,) = p,, n = 1,2,..., gdzie K oraz p, sa okreslone w (B).

7.14. Niech G C R" bedzie przecieciem przeliczalnie wielu zbiorow otwartych,
gestych w R™. Pokazaé, ze {r +vy:z,y € G} = R™

7.15. Wykazaé, ze dla przestrzeni metrycznej zupelej (X, d) nastepujace wa-
runki sg réwnowazne:
(i) X jest zbiorem przeliczalnym,
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(ii) przestrzen (X, d) jest oérodkowa i kazdy zbiér F' domkniety w (X, d) zawiera
punkt izolowany w przestrzeni (F, d).

7.16. Niech f : R? — R bedzie funkcja ciggla ze wzgledu na kazda zmienng
osobno, zob. Zadanie [[.31] Wykazaé, ze jesli zbiér f=1(0) jest gesty w R, to
funkcja f jest stala.

Wskazéwka. Zatozy¢, ze | f(a,b)| = r > 0, wybraé € > 0 takie, ze | f(x,b)| > r/2
dla z € (a — ¢,a + ¢), rozpatrzy¢ zbiory A, = {z € (a —e,a+¢) : |f(z,y)] >
r/4dlay € (b—1/n,b+ 1/n)} i skorzystaé z twierdzenia Baire’a, aby uzyskaé
sprzeczno$é z zatozeniem o gestosci f~1(0).

7.17. Niech U bedzie zbiorem otwartym i spojnym w R™ i niech F' C U bedzie
zbiorem zwartym. Wykazac, ze istnieje otwarty zbior spojny V' w R™ taki, ze
FcViVcU.

7.18. Niech ograniczony zbiér domkniety A w R™ bedzie suma n zbiorow wypu-
ktych. Pokazaé, ze zbiér R™ \ A jest spéjny dla n > 2.

7.19. Niech G bedzie zbiorem otwartym w kwadracie I? takim, ze I x {0} C G C
I % [0,1) iniech J(G) = {(z,t) € G: {z} x [0,t] C G}.
(A) Pokazaé, ze zbior J(G) jest otwarty w I

(B) Pokazaé, ze zbior J(G) \ J(G) jest spojny.

7.20. Niech K C R bedzie zwartym podzbiorem prostej euklidesowej i niech J
bedzie rodzina parami roztacznych przedzialéw [a, b] w R. Relacje réwnowaznosci
~ w K okreslamy formuty: z ~ y jesli = y lub z,y naleza do tego samego
przedziatu z rodziny 7.

Pokazaé, ze przestrzen ilorazowa K/ ~ jest przestrzenia Hausdorffa i istnieje
zanurzenie homeomorficzne h : K/~ — R takie, ze hor : K — R jest niemalejace,
gdzie m: K — K/~ jest przeksztatceniem ilorazowym.

7.21. Niech R/N bedzie przestrzenig otrzymana z prostej euklidesowej R przez
sklejenie zbioru liczb naturalnych N do punktu, zob. Przyktad [5.1.4] i potézmy
X = R/N x Q, gdzie Q jest zbiorem liczb wymiernych w R. Pokazaé, ze prze-
strzen X nie jest homeomorficzna z przestrzenig ilorazowa Y = (R x Q)/ ~,
gdzie ~ jest relacjg réwnowaznosci w iloczynie R x Q C R?, ktérej jedynymi
niejednopunktowymi klasami abstrakcji sa zbiory postaci N x {q}, ¢ € Q.

Wskazéwka. Zalézyé, ze h : X — Y jest homeomorfizmem i pokazaé, ze
h([1],0) = [1,¢]~ dla pewnego ¢ € Q, a nastepnie wyprowadzi¢ stad sprzecz-
nosé¢ z ciggtoscia h w ([1],0).

7.22. Niech f : X — D" bedzie przeksztatceniem ciagtym przestrzeni topolo-
gicznej (X, 7T) w kule D™ C R™ i niech A = f~1(S"71).

(A) Pokazaé, ze nastepujace dwa warunki sa rownowazne:

(i) istnieje przeksztalcenie ciggle f: X — S™! takie, ze f|A = f|A,

(ii) istnieje przeksztatcenie ciaglte g : X — D" takie, ze f(x) # g(x) dlaz € X.

(B) Niech f: D™ — D" bedzie przeksztalceniem cigglym takim, ze f(S"!) C
S™=1 i obciecie f|S™! : S"71 — S"71 nie jest homotopijne z przeksztalceniem
stalym. Pokazal, ze dla kazdego przeksztatcenia cigglego g : D™ — D" istnieje
x € D" takie, ze f(x) = g(z).

7.23. (A) Pokazaé, ze jesli topologia 7; przestrzeni X; ma przeliczalng baze dla
i =1,2,..., to topologia 7 iloczynu kartezjanskiego II;>; X; okreslona w tez
ma przeliczalng baze.
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(B) Pokazaé, ze jesli (X;,d;) jest przestrzenig metryczng zupelna dla i =
1,2,..., to iloczyn (I;»1X;,d) z metryka d = max{min(d;,27") : i = 1,2,...},
zob. [[.5.3] tez jest przestrzenia zupelna.

Wskazéwka. Zauwazyé, ze jesli ciag (x,), punktéw jest ciagiem Cauchy’ego
w iloczynie (I1;>;.X;,d), to dla kazdej wspotrzednej i, ciag (x, (7)), jest ciagiem
Cauchy’ego w przestrzeni (X;, d;).

7.24. Pokazaé, ze iloczyn kartezjanski Il;cs X, przestrzeni spéjnych (X, 7;) z
topologia okreslona w Uzupelnieniu [7.3] jest przestrzenia spojna.
Wskazowka. Skorzystaé z 1[A.1.8

7.25. (A) Niech A bedzie gestym podzbiorem przestrzeni metrycznej (X, d) z me-
tryka d ograniczona przez 1. Pokazaé, ze przeksztatcenie f : X — I4 okreslone
wzorem f(x) = (f,(z) : a € A), gdzie f,(r) = d(a,x), jest zanurzeniem ho-
meomorficznym X w przestrzen I bedaca iloczynem kartezjanskim (Il,eal,, T)
odcinkéw z topologia okreslong w Uzupelnieniu [7.3]

(B) Wywnioskowaé¢ z (A), ze przestrzen metryzowalng X mozna zanurzy¢
w zwarta przestrzen metryczng wtedy i tylko wtedy, gdy X jest przestrzenig

osrodkowa, zob. Zadania i (B).

7.26. Niech (0N, 73) bedzie przestrzenig ultrafiltrow w zbiorze liczb naturalnych
zdefiniowana w czesci . Oznaczmy przez P(N) rodzine wszystkich podzbioréw
N i przez (D™, T) iloczyn kartezjatiski (ILyepayDa,7T), gdzie (Da,Ta) jest
dwupunktowa przestrzenia dyskretna ({0,1},7y), a topologia 7 jest okreslona
w Uzupelnieniu

(A) Pokazad, ze jesli x; — = w przestrzeni ON (tzn. kazde otoczenie x zawiera
prawie wszystkie z;), to x; = x dla prawie wszystkich 1.

Wskazéwka. Zatozyé, ze ciag (x;); jest ro6znowartosciowy, korzystajac z wlasno-
sci Hausdorffa przestrzeni SN okredlié¢ cigg parami roztacznych bazowych zbioréw
otwartych O(A;),O(Ay), ... taki, ze ;, € O(4;) dla iy <iy < ...1isprawdzic, ze
z€O0(A)NONN\A) dla A=UL, Ay.

(B) Pokazaé, ze przeksztalcenie f : SN — DP®M przyporzadkowujace ultrafil-
trowi 3 C P(N) jego funkcje charakterystyczna (f(3)(A) =1 <= A € 3) jest
zanurzeniem homeomorficznym SN w DP®),

(C) Niech X bedzie podprzestrzenia iloczynu (D™ T) zlozona z punktéw
r € DP® | ktérych noénik {A C N: x(A) # 0} jest przeliczalny. Pokazaé, ze
w przestrzeni (X, 7|X) z kazdego ciagu mozna wybraé podciag zbiezny, ale prze-
strzen X nie jest zwarta.

7.27. Przyjmijmy oznaczenia z Zadania [7.26]

(A) Wykazaé, ze przestrzenn DP® jest osrodkowa.

Wskazowka. Zbada¢ domkniecie zbioru U,,cy Fi, gdzie F), jest skonczonym zbio-
rem wszystkich o € DP® takich, ze x(A) = x(AN{1,...,n}) dla A € P(N).

(B) Wywnioskowaé z (A), ze istnieje funkcja ciagta z BN na DP®M (w szcze-
gélnosci SN ma moc 2°).

Wskazowka. Skorzysta¢ z Twierdzenia [7.4.3]

(C) Pokazaé, ze przestrzen I° bedaca iloczynem kartezjanskim ¢ odcinkéw z to-
pologig okreslong w Uzupelnieniu [7.3] jest osrodkowa.

Wskazéwka. Skorzystaé z (A) i z Zadania (A) (mozna tez skorzystaé

z Przyktadu|(7.3.2)).

7.28. Niech e; bedzie punktem przestrzeni euklidesowej R™, ktorego wszystkie
wspolrzedne, poza i—ta réwna 1, s zerami, eg = (0, ...,0) i niech A(ig, ..., iy) =
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{30 Ak, oo A = 1, A\g > 0} bedzie sympleksem o wierzchotkach e;,, . . ., e;
oraz A = A(0,...,n).

(A) Wyprowadzi¢ z twierdzenie Knastera-Kuratowskiego-Mazurkiewicza:
jesli Fy, ..., F, sa zbiorami domknietymi w R™ takimi, ze A(d, . .., ) C UjLy Fi,
dla kazdego uktadu indekséw 0 < ig < ... < i, < n, to Ny F; # 0.

Wskazowka. Zatozy¢ przeciwnie, ze {A\ Fy, ..., A\ F,} jest pokryciem sym-
pleksu A i rozwazy¢ przeksztalcenie f : A — A okre§lone formuta f(x) =
o Ai(x)e;, gdzie Ao, ..., A\, jest rozktadem jedynki wpisanym w to pokrycie.

(B) Niech Ay, ..., A, beda zbiorami domknietymi w R™ takimi, ze A C U}, A;
i A; jest roztgczne ze $ciang A; sympleksu A przeciwleglta do wierzchotka e;
(A; = Aleg, ..., €i-1,€i41, - - -, €n)). Wykazaé, ze Ny A; # 0.

(C) Wykazaé, ze istnieje 6 > 0 takie, ze jesli F jest skonczona rodzing zbioréw
domknietych w A o srednicach mniejszych niz § i A = [JF, to pewien punkt A
nalezy do co najmniej n + 1 elementéw rodziny F.

Wskazéwka. Dobra¢ 6 > 0 takie, ze kazdy zbiér o Srednicy mniejszej niz ¢
zawiera sie w dopelnieniu pewnej Sciany A; sympleksu A i podzieli¢ F na n + 1
roztacznych rodzin Fy, ..., F, tak, by zbiory A; = JF; spelnialy zalozenia (B).

m

7.29. Niech F;f = {(z;) € [-1,1|" 12, =1}, F, = {(%) € [-1,1]" : 2 = —1}
beda przeciwlegtymi Scianami kostki [—1, 1]* C R™.

(A) Pokazaé, ze jesli przeksztalcenie ciagle f : [—1,1]" — R" spelnia wa-
runki f(F;") C {(z;) € R" : 2, < 0} oraz f(F, ) C {(z;) ER": 2, > 0} dla k =
L,...,n,t0 (0,...,0) € f([—1,1]").

Wskazéwka. Zasosowaé rozumowanie z dowodu Lematu [7.5.3] (A).

(B) Pokazac¢, ze jesli Af, Ay sa domkniete w R™, F}f C A, F), C A} oraz
[—1,1]" C Up_,(Af U Ay), to istnieje k takie, ze A} N Ay # 0.

Wskazéwka. Skorzystaé ze wskazéwki do Zadania [6.18

7.30. (A) Wyprowadzi¢ z i[6.2.1] ze jesli K C R™ jest zbiorem zwartym
i f: K — S'jest przeksztalceniem cigglym homotopijnym z przeksztalceniem
stalym, to istnieje przeksztalcenie cigglte f : K — R takie, ze (w oznaczeniach
zZ czgéci f=Eof.

(B) Korzystajac z (A) pokazaé, ze jesli A, B C R" sa zwarte, przeciecie AN B
jest spojne i f : AUB — S jest przeksztalceniem cigglym takim, ze oba obciecia
flA 1 f|B sa homotopijne z przeksztalceniem stalym, to f tez jest homotopijne
z przeksztatceniem statym.

(C) Wyprowadzi¢ z (B), ze dla n > 2 kazde przeksztalcenie ciggte f : S™ — S*
jest homotopijne z przeksztalceniem stalym (zob. tez Zadanie (B)).

(D) Udowodnié, ze dla n > 2 sfera S™ jest jednosprzegta: jesli S™ = AU B,
A, B sa domkniete i spdjne, to przeciecie AN B jest spdjne.

Wskazéwka. Zatozyé przeciwnie, ze AN B = C U D gdzie C, D # ) s roztacz-
nymi zbiorami domknietymi, okresli¢ przeksztalcenie ciggle f : S™ — St takie,
ze flIC =1, fID= -1, f(A) c{z€ S :Tmz >0}, f(B) C{z€ S" :Im=2 <0}
i korzystajac z (A) pokazaé, ze f nie jest homotopijne z przeksztatceniem stalym.

7.31. Méwimy, ze zbiér zwarty C' C R” rozcina R™ miedzy punktami p, ¢ € R"\C
jesli p i q leza w réznych sktadowych zbioru R"™ \ C'.

(A) Sprawdzi¢, ze dla zbioru zwartego C' C R"™ i drogi v : I — R"\ C prze-
ksztalcenie H : C'x I — S"~! okre$lone wzorem H(z,t) = () jest homoto-
pia taczaca o) |C z m,q)|C, gdzie m, : R™ \ {a} — S™! jest okreslone formuta
Ta(x) = 2= zob. Uwaga

— lz—all?
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(B) Wykazaé, ze zbior zwarty C' C R™ rozcina R"™ miedzy p,q € R™" \ C wtedy
i tylko wtedy, gdy m,|C i 7,|C nie sa homotopijne.

Wskazéwka. Zatozy¢, ze p lezy w sktadowej ograniczonej U zbioru R™ \ C
nie zawierajacej ¢ i wywnioskowaé z twierdzenia Borsuka o kapeluszu [7.7.1] ze

warunek 7,|C' ~ 7,|C pociagalby istnienie ciggtego przedtuzenia m, na U.

7.32. Udowodnié¢ twierdzenie Janiszewskiego: jeéli A, B C R? sg zbiorami zwar-

tymi o spéjnym przecieciu, p, ¢ € R\ (AU B) i zaden ze zbioréw A, B nie rozcina

R? migdzy p,q (zob. Zadanie , to takze A U B nie rozcina R? miedzy p, q.
Wskazéwka. Dla C = A, B oraz AUB 1 S' = {z € C: |z| = 1} rozpatrzy¢

:jg : C' — St i skorzysta¢ z Zadan [6.14] (A), |7.31| (B) oraz[7.30| (B).

ilorazy

7.33. Niech C' C R? bedzie zbiorem homeomorficznym z S*.

(A) Wykazaé, ze jesli V jest sktadowg R?\ C, to V \ V = C i wywnioskowa¢
stad, ze jesli V, W sa sktadowymi R? \ C oraz ¢ € C, to zbiér V U {c} UW jest
spojny.

Wskazowka. Skorzystac z twierdzenia Borsuka o rozcinaniu [7.7.8

(B) Udowodni¢ twierdzenie Jordana: dopeienie C' w R? ma doktadnie dwie
sktadowe U i V, przy czym U\ U =C =V \ V.

Wskazéwka. Zatozy¢ przeciwnie, ze R*\ C' ma trzy rézne sktadowe U, V, W, przy
czym sktadowa U jest ograniczona, wybra¢ punkt x € U i sprawdzi¢, ze pozioma
prosta przechodzaca przez x zawiera odcinek I = I(c,d) € R? o konicach ¢,d € C
taki, ze I \ {c,d} C U. Rozwazy¢ zbiory A = KU I, B = LUI, gdzie K, L
sg dwiema sktadowymi zbioru C'\ {c¢,d} i ustali¢ punkty cx € K, ¢, € L oraz
p €V, q € W. Rozpatrujac zbiory V U {c,} UW, V U {ckg} UW wywnioskowaé
z (A), ze ani A, ani B nie rozcina R? migdzy punktami p, ¢, co jest sprzeczne z
twierdzeniem Janiszewskiego, zob. Zadanie [7.32]

7.34. Niech p : F — B bedzie przeksztatceniem ciaglym przestrzeni Haus-
dorffa E na przestrzen Hausdorffa B takim, ze dla kazdego punktu z B istnieje
jego otoczenie U i homeomorfizm h : p~'(U) — U x S! speliajacy warunek
h(p~(u)) = {u} x S*, dlau e U.

(A) Niech h : p71(U) — U x S! bedzie takie, jak wyzej i niech A bedzie do-
mknietym podzbiorem przestrzeni metryzowalnej K takim, ze kazde przeksztatce-
nie ciggle z A w S! jest homotopijne z przeksztalceniem statym. Pokazaé, ze jeéli
g:A— Foraz f: K — U sa przeksztalceniami ciaglymi takimi, ze pog = f|A,
to istnieje ciggte przedtuzenie g : K — FE przeksztalcenia g takie, ze po g = f.

Wskazéwka. Niech ¢ = mrohog : A — S, gdzie 7 : U x 81 — 8! jest
rzutem. Korzystajac z przedluZyé ¢ do przeksztalcenia cigglego ¢ : K — St
i rozwazy¢ g =h=to (f,p).

(B) Niech n > 3. Wykazaé, ze jesli g : 0I" — E oraz f : I" — B sa prze-
ksztalceniami ciagtymi takimi, ze p o g = f|0I", to istnieje ciagle przedtuzenie
g : I — E przeksztalcenia g takie, ze pog = f.

Wskazéwka. Pokazaé, ze dla kazdego 6 > 0 kostke I™ mozna podzieli¢ hi-
perptaszczyznami prostopadtymi do osi wspotrzednych na domknigte kostki K; o
$rednicach < § ponumerowane tak, ze dla kazdego A; = K;N(OI"UK U. . .UK; 1),
przeksztalcenia ciggle z A; w S' sg homotopijne z przeksztatceniem statym, zob.
7.30| (C). Nastepnie, korzystajac z (A), powt6rzy¢ rozumowanie z dowodu [7.10.2}

(C) Pokazaé, ze dla n = 2 teza (B) nie musi by¢ spetniona.

Wskazéwka. Dla rzutowania p : 12 x ST — I? i przeksztalcenia f = idp» okredli¢
g:0I*> — E tak, zeby po g = f i petla g byta nieéciggalna w I x S!.
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7.35. Niech C bedzie ptaszczyzna zespolona i 5% = {(z1, 22) € C? : |21 *+]2]* = 1}.

Sfere S? bedziemy utozsamiaé (na przyktad przy pomocy rzutu stereograficznego)

z plaszezyzng zespolona z dodanym punktem w nieskonczonoscei, C U {oo}.
Wykazaé, ze przeksztalcenie Hopfa p : S — S? okreslone formuta

P21, 22) = { 2 jeslizp # 0

o0, jesli zo =10

nie jest homotopijne z przeksztatceniem statym.

Wskazéwka. Pokazaé, ze dla B = S?i ' = S3, przeksztatcenie Hopfap : B — B
spelnia warunek opisany w . Nastepnie, utozsamiajac D* z I* i S3 z OI%,
wyprowadzi¢ z m (B), ze gdyby p przedtuzalo si¢ do ciagtego f : D* — S2, to
g = idgs przedtuzaloby sie do ciggtego §: D* — S3, wbrew nieéciagalnosdci S°.
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