1. ENDOMORFIZMY
Szukamy bazy w ktoérej endomorfizm jest tadny.
Zadanie 1.1. Niech endomorfizm ¢ : R? — R? bedzie dany wzorem

p(z,y) = (5r — 29,4z —y).
Znalez¢ macierz w bazie standardowej i bazie ((1,1),(1,2))

Zadanie 1.2. Wypisa¢ macierz zmiany bazy w poprzednim zadaniu.

Cel: 1) Czy A ~ B, 2) Ladna macierz podobna do A.
Macierze diagonalne i diagonalizowalne

Zadanie 1.3. A ~ B = det(A) = det(B)
Tr(AB) = Tr(BA)

Zadanie 1.4. A~ B = Tr(A) = Tr(B)
Zadanie 1.5. Macierze

-1 0 —sin(z) cos(x)
Nie sg diagonalizowalna w My(R). W M, (C) zapisa¢ je w bazie ((1,14), (1, —7))

[o 1]7 [Cos(x) sin(x)]

C jest lepsze niz R, algebraiczna domknietosé.

Zadanie 1.6. Macierz [(1] H

(1) Nie jest podobna do identycznosci.
(2) Nie jest diagonalizowalna.
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Zadanie 1.7. Wyznacz [4 1

Zadanie 1.8. Fibonacci. Rozwazmy ¢(z,y) = (v + vy, ).

(1) Wykaz, ze ¢"(1,0) = (F41, Fy)

(2) Docen mozliwo$¢ diagonalizacii.
Zadanie 1.9. Nie ¢ : V — W. Wykaz, ze istnieja takie bazy A, B, ze M5(y) jest standardowej
postaci.

Zadanie 1.10 (PD). Rozwazmy macierz A € Myyo(R).
a) Zalézmy, ze dla kazdej macierzy B € Mayo(R) zachodzi AB = BA. Wykazaé, ze A = \-1
dla pewnego A € R.
b) Zaltézmy, ze dla kazdej macierzy odwracalnej B € Mayo(R) zachodzi AB = BA. Wyka-
zaC, ze A = \- I dla pewnego A € R.



2. WARTOSCI WLASNE

Zadanie 2.1. Niech endomorfizm ¢ : R3 — R3 bedzie dany wzorem
o(a,b,c) = (ba —4¢,8a — b — 12¢,2a — ¢).
Czy 3 jest wartoscia wlasna tego endomorfizmu. Jedli tak to znalezé wektor wlasny. (2,1,1)

A~ B = dimV,(A) = dim V,(B)

efoof ool

Wyznaczy¢ wymiar przestrzeni wlasnej V;. Znalezé wszystkie wartosci wlasne.

Zadanie 2.2. Rozwazmy

przestrzenie wlasne sumuja sie prosto, wiec >, dim V), < dim V.
Réwnosé wtw gdy przeksztalcenie diagonalizowalne.

Zadanie 2.3. Niech ¢ : V — V bedzie endomorfizmem przestrzeni liniowej nad R. Wykazaé
Vs Vs = {0}
Jak znajdywac \:
veV, <= Av=X v <= (A-X-I)hv=0 <= veker(A—-\-1I).
Vi=ker(A—X\-1I)
Wielomian charakterystyczny w4 () = det(A — X - 1)

Zadanie 2.4. Rozwazmy macierz A = [‘i d

b] . Pokaz, ze

wy(t) =12 — Tr(A)t + det(A) .
A~ B = ws=wp
Zadanie 2.5. Niech endomorfizm ¢ : R? — R? bedzie dany wzorem
ple,y) = (20 —y,2y —x).

Czy ¢ jest diagonalizowalny? Znalez¢ wartosci wlasne, wymiary przestrzeni wlasnych i baze z
wektoréw wtasnych.

Zadanie 2.6. Niech endomorfizm ¢ : R? — R? bedzie dany wzorem
o(x,y,z) = (br —2y — 2,3y — 2,y + 2) .

Stwierdzi¢ czy jest diagonalizowalna?

Zadanie 2.7. Wyznaczy¢ wartosci i przestrzenie wtasne dla rzutu i symetrii.

Zadanie 2.8. Rozwazmy przeksztalcenie ¢ : My(R) — My(R) dane przez ¢(A) = 24 + AT.
Wyznacz wartosci i przestrzenie wlasne.

Zadanie 2.9 (PD, K16). Rozpatrzmy endomorfizm ¢ : R® — R? zadany wzorem
o((x1, 29, 23)) = (—x1 — 329, 621 + 829, 621 + 329 + S23) .

a) Zmalez¢ wartosci wlasne 1 wymiary przestrzeni wlasnych.
b) Stwierdzi¢ czy endomorfizm ¢ jest diagonalizowalny.
c) Jesli jest to znalezé baze R3 zlozong 7z wektoréw whasnych.



2.1. Test.

Zadanie 2.10 (K). Zatézmy, ze ¢ : V — V jest diagonalizowalny. Wykazaé, ze
V=impdkery.

Czy implikacja w druga strone zachodzi.

Zadanie 2.11 (K). Zatézmy, ze ¢ : V — V| gdzie dimim ¢ = k. Czy jest mozliwe aby ¢ miat
k + 1 roznych wartosci wtasnych? Co z k + 27

Zadanie 2.12. Zatézmy, ze ¢ : V' — V nie jest monomorfizmem i dimV =7, dim Vi = 6. Czy
 musi by¢ diagonalizowalny?

Zadanie 2.13. Niech ¢ : V — V. Zatézmy, ze 1,4, 7 sa wartosciami wtasnymi, oraz dim V' =
5,dim V; = 4. Czy to mozliwe?

Zadanie 2.14 (K). A € M;(R). Czy moze by¢ r(A —21) =r(A+2I) =27

Zadanie 2.15 (K). Macierz M, (R) jest rzedu 1 i posiada niezerowa wartos¢ wlasna. Czy A

musi by¢ diagonalizowalna?

Zadanie 2.16 (K). Niech ¢ : V. — V. Czy v,w,v — w moga by¢ niezerowymi wektorami
wlasnymi dla trzech réznych wartosci wlasnych?

Zadanie 2.17 (PD). Macierz A € Mg(R) spehia:
tk(A—1)=5, rk(A —2I) =4, rk(A—3I)=3.
Uzasadnij, ze A jest macierza izomorfizmu.
Zadanie 2.18. Macierz A € M,(R) spelia A™ = I,. Uzasadnij, ze jej wartosci wtasne to
pierwiastki z jedynki.
2.2. Trudniejsze.
Zadanie 2.19. Niech f,g : V — V. Zalozmy, ze f o g = g o f. Niech V) bedzie przestrzenia

wtasng g. Wykazac, ze
f(Vy) C V.

Zadanie 2.20 (K 15). Zatézmy, ze W jest przestrzenia niezmiennicza dla f, a aq,...,qx sa
wektorami wlasnymi dla f odpowiadajgcymi réznym wartosciom wiasnym. Zatézmy, ze jesli
a4 F+a,eW.

Wykaza¢ Vo, € W.
Zadanie 2.21 (K 24). Endomorfizmy f, g przestrzeni liniowej C™ spelniaja warunek
fog=gofolf.
a) Wykaz, ze jesli v ¢ kerg jest wektorem wlasnym endomorfizmu f o wartosci wlasne;
) € C, to A\? jest wartoscia wlasna f.
b) Wykaz, ze jesli ker f # {0}, to endomorfizm g ma wektor wlasny nalezacy do ker f.

c) Wykaz, ze zachodzi alternatywa: endomorfizm f ma wartos¢ wlasna A € C taka, ze
|A| = 1, lub endomorfizmy f oraz g maja wspolny wektor wlasny.

Zadanie 2.22 (K 25). Rozwazmy = = (x1,...,2,) iy = (y1,...,yn) € R", oraz macierz
A=x-yl. Zaléimy, ze t = 3 x;y; # 0.
a) uzasadni¢, ze t jest wartoscia wlasna A.

b) Wykazaé, ze A jest diagonalizowalna.
c) Niech B € M, (C) bedzie diagonalizowalna i rzedu 1. Pokazaé, ze

det(B +1,) = Tr(B) + 1.
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2.3. Powtoérzenie.

Zadanie 2.23 (PD). Niech s € R oraz A; € M3(R).
s 00
As=14 3 1
4 1 3
Dla jakich wartosci parametru s macierz A, jest diagonalizowalna.

Zadanie 2.24 (K 23). Niech s € R oraz A; € My(R).

-2 =2 0 0
S S 0 0
A; = 0 0 —4 4
0 0 —s s

Dla jakich wartosci parametru s macierz A, jest diagonalizowalna. Wyznaczy¢ AL%.

Zadanie 2.25 (K 22). Niech ¢t € C oraz A, € M3(C).

00 ¢
As=1|1 0 -1
01 ¢

Dla jakich wartoéci parametru ¢ macierz A; jest diagonalizowalna. Wyznaczy¢ A100

Zadanie 2.26 (K 17). Niech t € R oraz A;, B € My(R).

0000 00 1 0

1110 t 4 -t -4
A= 0 0 4 0]~ B = 00 1 O

1110 t 1 -t O

Czy macierz A jest diagonalizowalna. Dla jakich wartosci t macierze A i B, sa podobne.
Zadanie 2.27 (K 14). Czy endomorfizm ¢ : R? — R3 zadany wzorem
(w1, 2, 23)) = (31, 1 + 229 + 13, 11 + T2 + 273)

jest diagonalizowalny?

Zadanie 2.28 (K 25). Niech s € R oraz A; € My(R).
-1 1 00
s2 -1 0 0
A=y 4 1
8§ —4 0 1

Czy istnieje s € R takie, ze macierz A, jest diagonalizowalna.



