Teoria liczb
ré6wnania Diofantyczne, 11-15 maja

Zadanie 1. Okazuje sig, ze pierscien O /=19, ma jednoznacznos¢ rozktadu, a rownanie y?> = 23 — 19 ma
rozwiazania w liczbach catkowitych. Jednak 19 nie jest postaci 3a? + 1.

(a) Dlaczego nie stoi to w sprzecznosci z zadaniem 1 z poprzedniej serii?
(b) Znajdz wszystkie rozwiazania powyzszego réwnania (przy zalozeniu jednoznacznosci rozkiadu).

(c) » Uogdlnij zadanie 1 z poprzedniej serii tak, by pokrywalo ten przypadek.

Rozwigzanie.

(@) W jezyku zadania 1 z serii 8, mamy d = 19. Zatem d = 3 (mod 4), co jest sprzeczne z zalozeni-
ami tamtego zadania.

(b) Jesli z jest parzysta, to y> = —3 = 5 (mod 8), ale kwadraty liczb przystaja tylko do 0,1,4
mod 8, zatem sprzeczno$¢. Liczba x jest wiec nieparzysta.

Podobnie, jesli istnieje wspolny dzielnik pierwszy p € P liczb x oraz 19, to p dzieli y* = 2* — 19, za-
tem p dzieli y. Wtedy jednak p? dzieli y* i 23, wiec p? dzieli 19, sprzecznosé. To wszystko pokazuije,
ze liczba x jest wzglednie pierwsza z liczba 2 - 19.

Niech
1++v/-19
2

A:

oraz A =17 [H— V2_19] = Z[A], wtedy na mocy zadania 1 z serii 4 mamy A = Og,/=19)- Zal6zmy, ze
ideat m zawiera y — v/—19, y + v/ —19. Wtedy m N Z zawiera takze

V19 ((y = vV=19) = (y + V-19)) =219,

oraz 23 = (y — v/—19)(y + v/—19). Ale stad wynika, ze m N Z zawiera takze 1, sprzecznos¢. Zatem
taki ideat m nie istnieje; elementy y + v—19sa wzglednie pierwsze.

Z réwnania 3 = (y —v/—19)(y + vV/—19) wynika teraz, ze y + /—19 = J3, gdzie .J jest pewnym
ideatem w A. Skoro 3 nie dzieli rzedu grupy klas A, to J jest generowany przez jeden element
z A, powiedzmy J = (a + bA). To implikuje, ze

y+vV—19 = + (a+bA)*. (1.1)

Ewentualnie zmieniajac a, b na odwrotnosci, mozemy pozby¢ sie znaku =+, tzn. ustali¢ go na 1.
Wtedy mamy
y+V—-19=y—14+2A = (a+bA)*.

Obliczmy, ze A? = A — 5, wiec A® = A? — 5A = —4A — 5. Zatem

(a + bA)® = a® + 3a*bA + 3ab® (A — 5) + b° (—4A — 5)
= (a® = 5(3ab® + b)) + (3a°b + 3ab® — 4b%) A.

Mamy wiec 2 = b - (3a® + 3ab — 4b*) oraz y — 1 = a® — 5(3ab® + V?). Z pierwszego réwnania
wynika, ze b dzieli 2, wiec b € {—2,—1,1,2}. Na przyklad sprawdzajac wszystkie cztery przy-



padki, dowiadujemy sie, ze b = 1, a € {—2,1}. Stad y € {—18, 18}, wiec 2 = 18% + 19 = 343, wiec
rozwiazaniami sa pary (z,y) = (7, £18).

(c) Metoda z podpunktu (b) uogélnia sie, o ile d = 3 (mod 8). Jesli d = 7 (mod 8), to dochodzi
nowy przypadek x parzystego. Nie potrzeba tu nowych pomystéw, ale rozumowanie staje sie

dluzsze i nie zamieszczam go tutaj.

3 — 22 wtedy i tylko wtedy, gdy

Zadanie 2. Pokaz, ze liczby wymierne z, y spelniaja réwnanie y? = z
istnieje liczba wymierna ¢ taka, ze z = t2 + 1, y = 3 + t. Wskazéwka: sq co najmniej 2 rézne sposoby: (a) dla

danych (z,y) zgadna¢ wartosé t (b) imitowacé dowdd lematu o rozwiqzaniach wymiernych x? + y? = 1.

Rozwiazanie.
Zat6zmy, ze x # 0. (Jedli x = 0 to y = 01iotrzymujemy rozwiazanie sprzeczne z treScia zadania.
Zatem formalnie méwiac, zadanie jest falszywe: dziata tylko przy zatozeniu = # 0.)

Po pierwsze, warto zaznaczy¢, zejeSliz = t* + 1,y = t* + t, to t = y/x. Wezmy wiec dowolne
3

wymierne (z, y) takie, ze z # 0 oraz y* = 2* — 2? i polézmy t = y/z. Wtedy

2 3 2 2 3
r~ — X T T

2
t + 1=
2 z2 T2 2

ipodobniet* +t=1¢-(t*+1) =t-2 = £ .2 = y. To daje rozwiazania.
Geometryczna interpretacja tego wyniku jest nastepujaca: t jest katem nachylenia prostej prze-
chodzacej przez (0, 0) oraz przez (z,y).

Zadanie 3. Niech ¢ bedzie liczba niewymierna. Pokaz, ze istnieje nieskoriczenie wiele par liczb catkowitych
x, y, takich, ze y > 0 oraz |z — y&| < 1/y.

Rozwiazanie.
Ustalmy dowolna liczbe catkowita dodatniq n. Niech {a} oznacza czes¢ utamkowa liczby

rzeczywistej a, za$ |« jej czes¢ catkowita. Mamy wiec a = |a + {a} oraz {a} € [0,1).

i itl

Podzielmy przedziat [0, 1) na n przedziatéw [%, 1], gdzie i = 0,...,n — 1. Rozwazmy czesci
ulamkowe liczb 0- &, 1-¢, ..., n - {. Z zasady szufladkowej Dirichleta, pewne dwie z nich leza
w tym samym przedziale, niech beda to czesci utamkowe liczb a¢ oraz b dla 0 < a < b < n.
Dowiadujemy sie wiec, ze [{al} — {b¢}] < +.

Niech y = b —ainiech z = [b{] — [a]. Wtedy
1 1

b—a y

o — el = |16€] — la€] — b€ + ag] = |~{be} + {ag}| < - <

ZnalezliSmy w ten sposéb, dla kazdego n, pare (z,y) spelniajaca warunki zadania. Pozostaje
uzasadni¢, dlaczego te pary sa rézne. Ale to wynika z powyzszej nieréwnosci: para otrzymana
z liczby n spelnia 0 < |z — y¢| < . Gdyby bylo tylko skonczenie wiele par, to istniatoby N takie,
ze wszystkie z nich spelniaja + < |z —y¢|, a to pokazuje, ze para otrzymana z n = N nie jest jedna
z tych par, sprzecznosé.

Zadanie 4 (Duzo elementéw odwracalnych w OQ( N d > 0.). Niech d > 0 bedzie liczba bezkwadra-
towa. Pare (z,y) nazwiemy rozwiazaniem réwnania Pella jesli 22 — dy?> = 1. W tym ¢éwiczeniu opiszemy
rozwiazania. Zauwazmy, ze w szczegélnym przypadkud # 1 (mod 4) mamy 22 —dy? = N(z+yv/d), gdzie
norma jest brana w Og, /3. Zatem w tym przypadku rozwiazania rownania Pella to elementy odwracalne



(a) Z poprzedniego zadania wywnioskuj, ze istnieje nieskoriczenie wiele par liczb catkowitych dodat-
nich z, y takich, ze |22 — dy?| < 2vd + 1. Wywnioskuj, ze istnieje m € Z, m # 0, taka, Ze istnieje
nieskoriczenie wiele par powyzej z 2% — dy* = m.

(b) Pokaz, ze istnieja pary (x1,v1), (22, y2) jak wyzej, takie, ze 1 = z2 (mod m) oraz y; = y2 (mod m).
Pokaz, ze (x1 + ylx/a)(acg — yQ\/E) = m(u + v\/a), gdzie u,v € Z, v # 0 oraz u? — v?d = 1. Zatem
istnieje rozwiazanie (u,v) # {(1,0),(—1,0)}.

(c) Zalézmy, ze (u1,v1), (ug, v2) sa rozwiazaniami. Pokaz, ze jesli ug + v3vd = (u1 +v1 \/&) - (ug + vo \/3)
lub us + v3Vd = (ug + v1 \/&) - (ug + vg\/&)_l, to (us, v3) tez jest rozwiazaniem.

(d) Zatézmy, ze (z1,y1) € Z2>0 jest rozwigzaniem w liczbach dodatnich z najmniejsza wartoscia x; +
y1V/d. Rozwiazanie to nazwiemy fundamentalnym. Pokaz, ze jesli z,, + ynVd = (r1 + 11 \/ﬁ)", to
(2n, yn) sa parami réoznymi rozwiazaniami w liczbach dodatnich.

(e) Zatézmy, ze (', y') jest rozwiazaniem w liczbach dodatnich. Niech k bedzie takie, ze x,, +ynVd < o'+

YVd < Tpi1 + Ynp1Vd. Pokaz, ze (2, y) = (zn,y,). Zatem ,potegi” rozwiazania fundamentalnego
sa jedynymi rozwiazaniami w liczbach catkowitych dodatnich.

Rozwiazanie fundamentalne moze by¢ paskudnie duze, np. (z1,y1) = (1766319049, 226153980) dla d = 61
podczas gdy (x1,y1) = (63,8) dla d = 62. Fermat potrafil by¢ paskudnie wredny: reklamowat dokladnie
d = 61 jako tatwy przypadek réwnania do przemyslenia przed rozwiazaniem ogoélnego przypadku d.

Rozwiazanie fundamentalne mozna znalez¢ algorytmicznie, ale nie bedziemy tego robi¢.

Rozwigzanie.
(a) Z zadania 3 wynika, Ze istnieje nieskoniczenie wiele par liczb catkowitych (z,y) takich, ze
|z — Vdy| < i oraz y > 0. Stad wynika tez, Zze z > 0. WeZmy dowolna z tych par. Mamy

1
@+ Vdy| < |z — Vdy| + 2Vdly| < "hi 2V/dly.

Stad |22 — dy?| < 2Vd + ?ﬁ < 2v/d + 1. Skoro istnieje nieskoriczenie wiele par (z, y) oraz dla kazdej
pary 0 < |2? — dy?| < 2v/d + 1 jest liczba calkowita, to wyrazenie |v> — dy?| przyjmuje pewna
wartos$¢ m nieskoniczenie wiele razy.

(b) By wykaza¢ istnieje par (z1,v1), (22, y2) takich, ze 21 = x oraz y; = y, argumentujemy jak
wyzej: jest skoriczenie wiele reszt z dzielenia przez m, wie¢ pewna para reszt musi by¢ przyj-
mowana nieskoriczenie wiele razy.

Majac rozwiazania (z1,y;) oraz (zs,ys) takie, ze z1 = x5 (mod m)iy; = y» (mod m), obliczamy,
ze

(z1 +y1Vd) - (w2 — y2Vd) = (2122 — y1yad) + (2231 — 1Y) Vd.

Ale zoy; = 11y1 = 112 (mod m) oraz x1x — y1yed = 22 — dy? = m = 0 (mod m). Zatem u =

T1T2—Y1Yy2d
m

, v = BT g liczbami catkowitymi takimi, ze
(21 + yl\/gl) (g — y2\/a) =m-(u+ U\/Zl) (1.2)

Przypomnijmy, ze Q(v/d) ma norme, taka, ze N(a +bv/d) = (a+bvd)(a —bv/d) = a® — db?. (To nie
jest norma odziedziczona z liczb zespolonych! Ale jest multiplikatywna.) Mamy

(a2 — dy?) - (a3 — y3d) = m? - (u? — %),



czyli 1 = u? — v*d. Jesliv = 0 to u = £1 i z réwnania (1.2) mamy

$1+y1\/6_i

m = (LCl + yl\/a)(l’Q — yg\/C_Z) = mm,

wiec 21 + y1Vd = x + y2V/d. Ale to przeczy temu, ze pary (z1,y1), (z2,y2) sa rézne. Pokazalismy
wiec, ze v # 0.

(c) Jesli (us, v3) sa zdefiniowane jak w jednym z réwnan, to biorac normy, mamy u3 — dvj = 1.
Ponadto jesli ug + v3Vd = (ug + v1Vd) - (ug + v2V/d), to uz, vs sa catkowite. Jesli zas ug + vsV/d =

(u1 + Ul\/C_i> . (UQ + 'UQ\/E)_I to
Uus + Ug\/a = (Ul + Ul\/;l) : (UQ — 'UQ\/E),

co réwniez pokazuje, ze us, v sa catkowite. Zatem (u3, v3) jest rozwiazaniem.

(d) Ma mocy poprzedniego podpunktu, (z,, y,) jest rozwiazaniem. Pozostaje pokaza¢, ze (x,,, y,) #
(T, Ym) dla n < m. Jesli (2, Ym) = (@, Yn), to znaczy, ze (r; + ylx/ﬁ)"*m = 1. Ale to nonsens:
liczba z; + y1V/d jest rowna co najmniej 1 + v/d > 1, wiec jej potega rowniez.

(e) Niech

o +yvd
Ty + Y Vd

Na mocy podpunktu (c), (v, ") jest rozwiazaniem, nie wiemy jednak a priori, czy «/, v' sa dodat-

u +0'Vd =

(@' +y'Vd) - (xn — yaVd) = (&' +y'Vd) - (z1 — V)" (1.3)

nie. Na mocy (1.3) oraz zalozenia podpunktu, mamy

14 yivVd > u +u'Vd > 1.

Stad v’ — v'Vd = m lezy w (0, 1], w szczegélnosci ' — v'v/d > 0. Dodajac dwie powyzsze
nieréwnoéci, otrzymujemy 2’ > 0. Stad v'v/d > «/ — 1 > 0. Jesli v/ = 0, to v/ = 0 i mamy, ze
(u,v) = (Zn,yn). Jesli nie, to pokazalismy, ze (v',v’) jest rozwigzaniem w liczbach catkowitych

dodatnich takim, ze =, + y1Vd > ' + v/v/d, co jest sprzecznoscia z okresleniem (z1, y1).



