Teoria liczb
r6wnania Diofantyczne, 4-8 maja

Zadanie 1. Niech d > 1 bedzie bezkwadratowa dodatnia liczba catkowita taka, ze d # 3 (mod 4). Celem
tego zadania jest rozwiazanie réownania y? = 23 — d przy pewnych dodatkowych zatozeniach.

(a) Zal6zmy, ze (z,y) € Z? jest rozwiazaniem. Pokaz, ze z jest liczba nieparzysta i wzglednie pierwsza
z d.

(b) Pokaz, ze y — v/—d oraz y + v/—d nie majq nietrywialnych wspélnych dzielnikéw w Z[v/—d].

(c) Zal6zmy, ze Z[\/—d] jest dziedzina z jednoznacznoscia rozktadu. Z réwnania x® = y?+d wywnioskuj,
zey +v—d = £(a + by/—d)? dla pewnych a,b € Z. Oblicz, ze b = +1,d = 3a*> + 1 oraz = = a? +d,
y = —8a® & 3a.

(d) Powtdrz rozumowanie z poprzedniego podpunktu, zakladajac jedynie, ze grupa klas Z[v/—d] jest

skoriczona i ma rzad niepodzielny przez 3.

Zadanie 2. Rozwiaz réwnanie y?> = 23 — 4 w liczbach catkowitych, imitujac argument powyzej.



