Teoria liczb
elementy catkowite, 24-27 kwietnia

Zadanie 1. Niech K C C bedzie cialem i niech d = dimg K.

(@) Niech o € K i niech e bedzie stopniem jego wielomianu minimalnego. Uzasadnij, ze e dzieli d.
W szczeg6lnosci zachodzi e < d.

(b) Jaki stopiert moze mie¢ wielomian minimalny liczby postaci \/n + v/m, gdzie n,m € Z?

Rozwigzanie.

(a) Niech L = Q(a). Wtedy dimg L = e, jak wiemy z wykladu. Ponadto K jest przestrzenia liniowa
nad L, wiec d = dimg K = (dimg L) - (dimy, K) = e - (dimy, K).

(b) Z poprzedniego podpunktu, mozliwosci to 1, 2 oraz 4. Stopnie jeden oraz dwa sa realizowane
na przyklad przez v/1+ /1, v/1 + /2 odpowiednio. Stopieri 4 jest realizowany na przyklad przez
V2 + /3, bowiem v/2, v/3, V2 - 3 sa liniowo niezalezne nad Q, patrz nastepne zadanie, a wiec
rowniez liczby

1, V2+V3, 5+2v6, 11vV2+9V3

sa liniowo niezalezne. To pokazuje, Ze stopieri wielomianu minimalnego /2 + v/3 to co najmniej
cztery. Z (a) wynika, ze to co najwyzej cztery.

Zadanie 2. Niech ny, ..., n; beda liczbami catkowitymi takimi, ze dla ¢ # j liczba n;n; nie jest kwadratem
liczby catkowitej. Celem tego zadania jest pokazanie, ze \/ny, ..., /7 sa liniowo niezalezne nad Q.

(a) Jakijest minimalny wielomian ,/n;n; dla i # j57?

(b) Niech K = Q(\/n1,...,/ng). Pokaz, ze Tr(,/n;n;) = 0 dla kazdych i # j, gdzie $lad jest liczony
w K.

(c) Niech d = dimg K. Zat6zmy, ze >-F | ¢;/n; = 0 dla pewnych ¢; € Q. Wezmy j € {1,...,k}. Oblicz,

ze X
dgjn;j = Tr (x/?’TJZ qz\/Wi> =0
=1

i wywnioskuj, ze ¢; = 0. Zatem /n1, ..., /nj sa liniowo niezalezne.

(d) Niech py,...,p, beda parami réznymi liczbami pierwszymi i niech L = Q(,/p1,. .., /pr). Pokaz, ze
dimg L = 2". Wskazdwka: wypisz baze ztozona z pierwiastkow.

Rozwiazanie.

(a) Z zalozenia, liczba /T nie jest catkowita, wiec jej wielomian minimalny ma stopieni co na-
jmniej dwa. Ponadto speinia ona wielomian 2% — n;n;. Zatem to on jest minimalny.

(b) Z wykladu wiemy, ze Tr(,/ni;) = —deg(y)—1 = dimq( mmy) K, gdzie aqeg(s)-1 jest wspdlczyn-
nikiem przy z4¢(/)~! w wielomianie minimalnym f = 22 — n;n;. Zatem a; = 0, wiec i §lad jest
ZEerowy.

(c) Z definicji, Tr(—) jest funkcja Q-liniowa (ale nie K-liniowa!!). Ponadto Tr(g;n;) = dg;n;, bo
w dowolnej bazie ciata K macierz mnozenia przez g;n; € Qjest diagonalna. Zatem z jednej strony

k k
Tr (x/n_yz qz‘\/ﬁz‘) = aTr (yng) = dgjn.
i=1 =1



Z drugiej strony, mamy z zatozenia ", ¢;\/n; = 0, wiec po lewej stronie mamy Tr(0) = 0. Zatem
dg;n; = 0. Skoro n;n; nie jest kwadratem dla i # j, to n; # 0, czyli z dg;n; = 0 wynika ¢; = 0.
Uzyskujemy to dla kazdego j, wiec elementy /n, ...,\/n; sa liniowo niezalezne.

(d) Dla kazdych ay, ..., a, € {0,1} liczba /p{* ... p% lezy w L. Zbiér tych liczb jest liniowo nieza-
lezny nad Q na mocy poprzedniego podpunktu. Co wiecej, rozpina on cialo L, co sprawdzamy
bezposrednio. Zatem jest on baza, czyli dimg L = 2.

Zadanie 3. Niech K C C bedzie cialem takim, ze dimg K = d jest skoficzony. Elementowi a przypisujemy
norme N () tego elementu jako wyznacznik macierzy M (a) € Myxq(Q), ktéra definiuje mnozenie przez o
w K jest to definicja analogiczna do definicji sladu z wyktadu.

(a) Pokaz, ze N(a)N(5) = N(ap) dlakazdych o, 8 € K.
(b) Pokaz, zejesli o« € Ok to N(«) € Z.

(c) Pokaz, ze jesli K = Q(v/—d), gdzie d > 1 jest liczba bezkwadratowa, to N(a) = |a|? dla kazdego
a€ K.

(d) Pokaz, zejesdli K = Q(\/g), gdzie d > 1jest liczba bezkwadratowa, to moze sie zdarzy¢, ze N(«a) < 0.

Rozwigzanie.

Niech dlay € K macierz M () € Myxq(Q) oznacza macierz mnozenia przez y w K, traktowanego
jako przeksztatcenie liniowe. Wtedy N(v) = det M (7).

(@) Mamy M (o) = M ()M (3) bezposrednio z definicji, zatem

N(aB) = det(M(ap)) = det(M(a)) det(M(8)) = N(a)N(8).

(b) Argumentujemy podobnie jak na wykladzie: jesli K = Q(«), to bierzemy baze 1, o, ...,a%!

tego ciata. Zatézmy, ze f = 29 + ag_127' + ... + ap € Q[z] jest wielomianem minimalnym dla

elementu a. Skoro « jest catkowity, to z argumentu z lematu Gaussa wiemy, ze f € Z[z]. Zatem

a-at == —qg 0% — ... —ay.
M . . . b . 1 d—1 .
acierz mnozenia przez o w bazie 1, o, ..., o wynosi

00 O 0 —ap
1 0 0 0 —a
M(a) 01 0 0 —a
o) =
00 1 0 —as
00 ... 0 1 —Aq—1

Pozostaje policzy¢ jej wyznacznik. Zamieniajac kolejno wiersze pierwszy i drugi, drugi i trzeci,

d—1 3

.., (d — 1)-wszy i d-ty, zmieniamy wyznacznik o (—1)*"" i otrzymujemy macierz gérnietréjkatna

0 0 ... 0 -
01 0 ... 0 —as
0 0 1 ... 0 —das
0 0 ... 0 1 —aq—1

0 0 —Aayg



ktéra ma wyznacznik —a,. Zatem wyjSciowa macierz M (a) ma wyznacznik (—1)%a, gdzie ag jest
wyrazem wolnym wielomianu minimalnego . Jedli zas K # Q(«), to wybieramy baze b1, ..., b,
ciala K traktowanego jako przestrzen liniowa nad L = Q(«). Jak w zadaniu 1(a), baza K nad Q
jest wtedy ciag {b;io? |1 < i < r,0 < j < d—1}. W tej bazie macierz M («) sktada sie z r kopii
macierzy powyzej, ufozonych diagonalnie (sprawdz!). Obliczamy zatem, ze norma N (o) wynosi
((=1)deNqay)", gdzie ay jest wyrazem wolnym wielomianu minimalnego f elementu . To jest
element catkowity.

(c) Niech @ = a + by/—d.Jesli b = 0, to N(a) = a* = |a|% Jedli b # 0, to wielomian minimalny « to
(r —a)(x —@) =2* — (a + @)z + aa. Zatem N(a) = (—1)*aa = |a’.

(d) Wezmy przyktadowo element & = /d. Jego wielomianem minimalnym jest 2> — d, wiec
N(a) = —d.

Zadanie 4. Niech Q C K C L beda ciatami i niech o € K. Poréwnaj $lad oraz norme o traktowanego jako
element K oraz jako element L.

Rozwiazanie.
Niech Tr*, Tr* oznaczaja $lad w K oraz L odpowiednio; podobnie N*, N*. Mamy wtedy

Tr*(a) = Tr* (o) dimg L oraz NE(a) = (N5 (a))dime b,

Wzroy te wynikaja na przykiad z obliczei §ladu i normy jak w zadaniu 4(b).
Zadanie 5. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza.

(a) Niech a € Zwy|, gdzie wy, jest pierwiastkiem p-tego stopnia z jedynki. Uzasadnij, ze stopient wielo-
mianu minimalnego « dzieli liczbe p — 1.
(b) (%, dla oséb po Algebrze II) Zat6zmy, ze « jest stopnia dwa. Pokaz, Ze a jest Q-liniowq kombinacjq 1

oraz \/(—1) = p. Wskazéwka: zadanie 4 serii 5 (tej z 3-13 kwietnia).

Rozwigzanie.

(a) Z zadania 3 serii 5 wynika, ze dimg Q(w,) = p — 1. Zatem teza wynika z zadania 1(a) biezacej
serii.

(b) Ciato Q(w,) jest ciatem rozktadu wielomianu z? — 1, wiec rozszerzenie Q C Q(w,) jest Galois
z grupa Galois Z,_;. Ta grupa ma dokladnie jedna podgrupe indeksu dwa, wiec Q(w,) zawiera
jedyne ciato K takie, ze dimg K = 2. Z zalozenia, ciato Q(«) jest stopnia dwa, wiec Q(«) = K jest
tym jedynym podciatem.

Z zadania 4 serii 5 wynika, ze 4/ (—1)%1 p jest elementem w Q(w,). Jest on stopnia dwa, wiec

1

Q(y/ (—l)p%lp) = K = Q(«). To znaczy, ze « jest Q-liniowa kombinacja 1i 1/(—1)"2 p.



