Teoria liczb
elementy catkowite, 24-27 kwietnia

Zadanie 1. Niech K C C bedzie cialem i niech d = dimg K.

(a) Niech @ € K i niech e bedzie stopniem jego wielomianu minimalnego. Uzasadnij, ze e dzieli d.
W szczego6lnosci zachodzi e < d.
(b) Jaki stopieri moze mie¢ wielomian minimalny liczby postaci \/n + /m, gdzie n,m € Z?
Zadanie 2. Niech ny, ..., n; beda liczbami catkowitymi takimi, ze dla ¢ # j liczba n;n; nie jest kwadratem
liczby catkowitej. Celem tego zadania jest pokazanie, Ze \/n1, ..., /1 sa liniowo niezalezne nad Q.
(a) Jakijest minimalny wielomian ,/n;n; dla i # j5?
(b) Niech K = Q(\/n1,...,/ng). Pokaz, ze Tr(,/n;n;) = 0 dla kazdych i # j, gdzie $lad jest liczony

w K.
(c) Niech d = dimg K. Zal6zmy, ze Zle ¢ir/ni = 0 dla pewnych ¢; € Q. Wezmy j € {1,...,k}. Oblicz,
ze

k
dqjn; = Tr (@ZM) =0
=1

i wywnioskuj, ze ¢; = 0. Zatem /n1, ..., /n}, sa liniowo niezalezne.
(d) Niech py,...,p, beda parami r6znymi liczbami pierwszymi i niech L = Q(,/p1, . .., /pr). Pokaz, ze

dimg L = 2". Wskazéwka: wypisz baze ztozonq z pierwiastkéw.

Zadanie 3. Niech K C C bedzie cialem takim, ze dimg K = d jest skoriczony. Elementowi o przypisujemy
norme N () tego elementu jako wyznacznik macierzy M (a) € Mg q(Q), ktéra definiuje mnozenie przez o
w K; jest to definicja analogiczna do definicji $ladu z wykladu.

(a) Pokaz, ze N(a)N(5) = N(ap) dla kazdych o, 8 € K.

(b) Pokaz, zejeslia € Ok to N(«a) € Z.

(c) Pokaz, ze jesli K = Q(v/—d), gdzie d > 1 jest liczba bezkwadratowa, to N(a) = |a|? dla kazdego
a€ K.

(d) Pokaz, zejesli K = Q(\/a), gdzie d > 1jest liczba bezkwadratowa, to moze sie zdarzy¢, ze N («a) < 0.

Zadanie 4. Niech Q C K C L beda ciatami i niech a € K. Poréwnaj $§lad oraz norme o traktowanego jako
element K oraz jako element L.

Zadanie 5. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza.

(a) Niech a € Z[wy|, gdzie wy, jest pierwiastkiem p-tego stopnia z jedynki. Uzasadnij, ze stopient wielo-
mianu minimalnego « dzieli liczbe p — 1.
(b) (%, dla oséb po Algebrze II) Zat6zmy, ze « jest stopnia dwa. Pokaz, Ze a jest Q-liniowq kombinacjq 1

oraz \/(—1) = p. Wskazowka: zadanie 4 serii 5 (tej z 3-13 kwietnia).



