Teoria liczb
rozszerzenia calkowite Z ciag dalszy, 17-20 kwietnia

Zadanie1. (a) Niech p € P. Niech x: Z — R bedzie nietrywialnym charakterem Dirichleta modulo p

o warto$ciach rzeczywistych. Pokaz, ze x(a) = (%)

(b) Znajdz wszystkie charaktery Dirichleta dla grupy Z§. Niech 15: Z — C bedzie funkcja dana przez

15(0,) =

1 a=5 (mod )
0 w pozostalych przypadkach.

Wyraz 15 jako kombinacje liniowa charakteréw dla grupy Zg.

Rozwiazanie.
(a) Z definicji, charakter x jest multiplikatywny, wiec indukuje homomorfizm grup x: Z; — R*,
ktérego obraz lezy w zbiorze pierwiastkéw z jedynki. W R* mamy tylko dwa takie pierwiastki:
{1, —1}. Wobec tego otrzymujemy homomorfizm x: Z; — {1, —1}. Niech g bedzie generatorem
Zy. Jesli x(g) = 1, to x(¢¥) = 1 dla kazdego k, wiec y jest charakterem trywialnym. Zatem
x(g9) = —1. Wtedy dla kazdej liczby catkowitej nieujemnej &k mamy x(¢g*) = (x(9)*)* = 1 oraz
(g% ) = x(¢**)x(g) = —1. To pokazuje, ze y jest rowny symbolowi Legendre’a.
(b) W grupie Z; kazdy element a spelnia > = 1 (mod 8). Zatem dla kazdego charakteru y
tej grupy i kazdego elementu ¢ mod 8 tej grupy mamy (x(¢ mod 8))* = x(a* mod 8) = x(1
mod 8) = 1. To pokazuje, ze x jest funkcja Zi — {—1,1}.

Rozwazmy zatem homomorfizmy grup Cy x Cy ~ Z§ — {—1,1} >~ C5. Z ogblnego nonsensu
z Algebry I, taki homomorfizm mozna jednoznacznie zdefiniowa¢, wybierajac dowolne wartosci
na generatorach Cy x (5. Wybor generator6w nie jest jednoznaczny, wezmy 3 mod 815 mod 8
jako generatory. Mamy wtedy (3 mod 8) - (5 mod 8) = 7 mod 8. Wybierajac kolejno, otrzymu-
jemy charaktery:

X(1 mod 8) x(3 mod8) x(5 mod8) x(7 mod 8)

Yo 1 1 1 1
Y1 1 1 ~1 ~1
Yo 1 —1 1 ~1
Y3 1 —1 —1 1

Przypomnijmy, ze zachodzi relacja ,,ortogonalnosci”: dla kazdych a,b € Z§ mamy

©(8) jeslia=10

a)x(b) =
;X( 0 0  jeslia #b.

Biorac b = 5, otrzymujemy funkcje
1 1
15 = ZZX@)X: Z(Xo—Xl‘i‘Xz—X?))‘
X

Zadanie 2. Niech A = Z[y/—5]. W serii 4 sprawdziliSmy, ze nie jest to dziedzina z jednoznaczno$cia

rozkladu.



(a) Pokaz, zeideat (2,1++/—5) w A nie jest generowany przez jeden element, zatem A nie jest dziedzina
idealéw gléwnych. Wskazéwka: rozwaz |o|? hipotetycznego generatora c.

(b) Oblicz, ze (2,1 + v/—5)? jest idealem generowanym przez element 2.

(c) Niech p bedzie niezerowym idealem pierwszym w A. Uzasadnij, ze p N Z = pZ dla liczby pierwszej
.

(d) Zalézmy, Ze p nie jest generowany przez p. Pokaz, ze istnieje liczba catkowita a € Z taka, ze a—+/—5 €
p. Wywnioskuj, ze —5 jest reszta kwadratowa modulo p. Wskazdwka: wez dowolny element z p\ pZ[+/—5]
i jego wielokrotnosc.

(e) Pokaz, ze odwrotnie, jesli —5 jest reszta kwadratowa modulo p, to istnieje a € Z taka, ze (a—+/—5)(a+
vV —b) € pZ[\/—5], wiec pZ[+/—5] nie jest ideatem pierwszym.

(f) Scharakteryzuj liczby pierwsze p takie, ze —5 jest reszta kwadratowa modulo p. Wskazéwka: prawo
wzajemnosci reszt. Uwazaj na przypadek p = 5.

Rozwigzanie.

(a) Zat6zmy, ze (o) = (2,1++/—5). Wtedy |a|? jest dzielnikiem zaréwno [2|? = 4jaki |1 ++/=5|> =
6, wiec |a|? € {1,2}. Jesli zapiszemy o = a + b\/=5, to |a|? = a® + 5b>. Wynika stad, ze |a|* # 2,
a wiec |a|?> = 1. To pokazuje, ze a jest odwracalny w Z[\/—5], zatem (2, 1++/=5) = Z[y/=5]. Ale to
nie jest prawda: obliczamy, ze (1 + v/=5)Z[v/=5] = 6Z[v/—=5] + (1 + v/—5)Z. Zatem kazdy element
a+bv/=5 € (1++/=5)Z[/—5| spetnia zalezno¢ a+b = 0 mod 2. Réwniez kazdy element 27Z[/—5]
spetnia te zaleznos¢. Zatem kazdy element (2,1 + 1/—5) spelnia te zalezno$¢, a 1 jej nie spehnia.
Sprzecznosé.

(b) Obliczamy, ze zachodza réwnosci ideatéw w Z[/—5]:

2,1+ V=5 = (4,2(1 + V=5), =4 + 2v/=5) = (4,2(1 + vV/=5), —6) = (4,2(1 + vV/=5),2) = (2).

(c) Argumentujemy tu jak w rozwiazaniu zadania 2(a) serii 4 (tej na 27-30 kwietnia).

(d) Wezmy element ¢ + b\/—5 € p nie lezacy w pZ[y/—5]. Zatem jedna z liczb c, b jest niepodzielna
przez p. Jesli p dzieli b, to ¢ € p, ale cjest niepodzielna przez p, sprzecznoé¢ z p N Z = pZ. Zatem b
jest niepodzielna przez p. Niech V' € Z bedzie taka, ze bb' = —1 mod p, powiedzmy bb' = —1 + kp
dla k € Z. Wtedy b'(c + by/—5) — kpy/—5 = b'c — /=5 jest zadanym elementem; a = b'c. Mamy tez
a’+d=(a—+/-5)(a++-5) € pNZ = pZ, wiec —5 = a® (mod p), co dowodzi czesci o reszcie
kwadratowej.

(e)Jesli —5 = a* (mod p), to mamy a*+5 = (a—+/—5)(a++/—5) € pZ[/—5], ale at\/—5 & pZ[\/=5).
To z definicji znaczy, ze pZ[v/—5| nie jest ideatem pierwszym.

(f) Jeslip = 5 lub p = 2, to —5 jest reszta kwadratowa. Zat6zmy, ze p # 2,5. Z prawa wzajemnosci

(Z) =07 (2) = o= == (B) = o (2).

Pozostaje sprawdzi¢, kiedy jest to jedynka. Jesli p = 1 (mod 4), to wyrazenie jest jedynka wtedy

mamy

i tylko wtedy, gdy p = 1,4 (mod 5). Jesli zas§ p = 3 (mod 4), to wyrazenie jest jedynka wtedy
i tylko wtedy, gdy p = 2,3 (mod 5).

Zadanie 3. Niech A = Z[—+/—5|, niech p # 2 bedzie liczba pierwsza taka, ze —5 jest reszta kwadratowa
modulo p i niech a € Z bedzie liczba taka, ze > =5 (mod p).



(a) Zal6zmy, ze p # 5. Pokaz, ze zachodzi rownos¢ ideatéw
(CL -V _5ap) : (CL + v _5ap) = (p) (11)

(b) W sytuacji powyzej, pokaz, ze (a — /=5, p) oraz (a ++/—5, p) sa ideatami maksymalnymi w Z[/—5].
Wskazowka: bezposrednio: zatéz, ze nie jest maksymalny, weZ wigkszy ideat maksymalny m i z elementu m \
(a — /=5, p) wygeneruj jedynke.

(c) Niech q bedzie dowolnym ideatem pierwszym zawierajacym element p. Z réwnosci (1.1) wywnioskuj,
zea—+/—beqluba++/—b€q,zatem q= (a —/—5,p)lubq = (a ++-5,p).

(d) Zt6z poprzednie podpunkty w catosé: pokaz, ze dla kazdej liczby pierwszej p # 5 takiej, ze pZ[v/—5]
nie jest pierwszym idealem, jedyne ideaty pierwsze zawierajace p to (p,a — v/—5), (p,a + v/—5).

(e) Uzasadnij, ze (5, v/ —5) jest jedynym idealem pierwszym zawierajacym p = 5.

Rozwigzanie.
(a) Obliczamy na ideatach w Z[v/—5]:

(a=V=5,p) - (a+V=5,p) = (¢* +5,p(a — V=5).p(a + v=5),p%).

Wynika z niej, ze (a—+/—5, p)-(a++/—5, p) C (p). Ponadto 2py/—5 = p(a++/—5)—p(a—+/—5) nalezy
do produktu ideatéw, wiec réwniez 10p = 2p\/—5-(—/—5) nalezy do niego. Ale NWD(10p, p*) = p
z zatozenia, wiec p € (10p, p?) C (a — v/=5,p) - (a + v/=5, p). To dowodzi, ze

(a —v=5,p) - (a++/—=5,p) 2 (p).

(b) Wezmy ideat maksymalny m zawierajacy (a« — v/ —5, p) i dowolny element b+ cy/—5 € m, ktéry
nie lezy w (a — v/—5,p). Wtedy element

b+ac=b+cvV—=5+c(a—v-5),

takze lezy w m i nie lezy w (a — v/=5,p). W szczegdlnosci, mamy b + ac ¢ pZ. Ale liczba p jest
pierwsza, wiec jesli b+ ac jest niepodzielna przez p, to 1 € (p, b+ ac). To pokazuje, ze 1 € m, a wiec
m nie jest maksymalny. Sprzecznos$é. Dowodzi to, ze (a — /=5, p) jest maksymalny. Analogiczny
dowdd dziala dla drugiego ideatu.

(c) Mamy (a—+/=5)-(a++v/=5) € (p) C q, wiec z pierwszoséci g mamy a—+/—5 € qlub a++/—5 € q.
Jesli a — /=5 € q, to ideal maksymalny (a — /=5, p) jest zawarty w q. Z maksymalnosci wynika,
ze (a — /=5, p) = q. Podobnie argumentujemy w przypadku a + v/=5 € q.

(d) Wynika to z poprzedniego podpunktu.

(e) Mamy V=5 € (5), wiec kazdy ideal pierwszy zawierajacy 5 zawiera tez \/—5. Ponadto
(5,4/=5) jest idealem maksymalnym, co mozna sprawdzi¢ jak w podpunkcie (b). To koriczy
dowéd.

Zadanie 4 (x). Uog6lnij poprzednie dwa ¢wiczenia z /—5 do ogélnego v/ —d dla d bezkwadratowego. Jesli
chcesz, mozesz zatozy¢, ze d < O orazd # 1 (mod 4).

Rozwigzanie.
(Tu nie podajemy dokladnego rozwiazania. Omoéwie je na wyktadzie, ale mozna sprawe pod-
sumowac stwierdzeniem ,wszystko dziata jak w poprzednich zadaniach dla d = 5”.)
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