Teoria liczb
rozszerzenia calkowite Z ciag dalszy, 17-20 kwietnia

Zadanie1. (a) Niech p € P. Niech x: Z — R bedzie nietrywialnym charakterem Dirichleta modulo p

o warto$ciach rzeczywistych. Pokaz, ze x(a) = (%)

(b) Znajdz wszystkie charaktery Dirichleta dla grupy Z§. Niech 15: Z — C bedzie funkcja dana przez

15(0,) =

1 a=5 (mod )
0 w pozostalych przypadkach.

Wyraz 15 jako kombinacje liniowa charakteréw dla grupy Zg.

Zadanie 2. Niech A = Z[y/—5]. W serii 4 sprawdziliSmy, ze nie jest to dziedzina z jednoznacznosciq
rozktadu.

(a) Pokaz, zeideat (2,1++/—5) w A nie jest generowany przez jeden element, zatem A nie jest dziedzing
ideatow gléwnych. Wskazéwka: rozwaz |a|? hipotetycznego generatora c.

(b) Oblicz, ze (2,1 + /—5)? jest ideatem generowanym przez element 2.

(c) Niech p bedzie niezerowym ideatem pierwszym w A. Uzasadnij, ze p N Z = pZ dla liczby pierwszej
p.

(d) Zat6zmy, ze p nie jest generowany przez p. Pokaz, ze istnieje liczba catkowita a € Z taka, ze a—/—5 €

p. Wywnioskuj, ze —5 jest reszta kwadratowa modulo p. Wskazowka: wez dowolny element z p\ pZ[+/—5]
i jego wielokrotnosé.

(e) Pokaz, ze odwrotnie, jesli —5 jest reszta kwadratowa modulo p, to istnieje @ € Z taka, ze (a—+/—5)(a+
VvV —b) € pZ[\/—5], wiec pZ[/—5] nie jest ideatem pierwszym.

(f) Scharakteryzuj liczby pierwsze p takie, ze —5 jest reszta kwadratowa modulo p. Wskazéwka: prawo
wzajemnodci reszt. Uwazaj na przypadek p = 5.

Zadanie 3. Niech A = Z[—+/—5], niech p # 2 bedzie liczba pierwsza taka, ze —5 jest reszta kwadratowa
modulo p iniech a € Z bedzie liczba taka, ze a> = 5 (mod p).

(a) Zalézmy, ze p # 5. Pokaz, ze zachodzi réwnos¢ ideatéw
(a -V _5ap) : (CL + v _57p) = (p) (11)

(b) W sytuacji powyzej, pokaz, ze (a — /=5, p) oraz (a ++/—b, p) sa ideatami maksymalnymi w Z[/—5].
Wskazowka: bezposrednio: zatdz, ze nie jest maksymalny, weZ wigkszy ideat maksymalny m i z elementu m \
(a — /=5, p) wygeneruj jedynke.

(c) Niech q bedzie dowolnym ideatem pierwszym zawierajacym element p. Z réwnosci (1.1) wywnioskuj,
zea—+/—5€qluba++/-5¢€q,zatemq= (a —v—5,p) lubq = (a++-5,p).

(d) Z16z poprzednie podpunkty w catosé: pokaz, ze dla kazdej liczby pierwszej p # 5 takiej, ze pZ[v/—5]
nie jest pierwszym idealem, jedyne ideaty pierwsze zawierajace p to (p,a — v/=5), (p,a + v/—5).

(e) Uzasadnij, ze (5, v/ —5) jest jedynym idealem pierwszym zawierajacym p = 5.

Zadanie 4 (x). Uog6lnij poprzednie dwa ¢wiczenia z /—5 do ogélnego v/ —d dla d bezkwadratowego. Jesli
chcesz, mozesz zalozy¢, ze d < 0 orazd # 1 (mod 4).



