Teoria liczb
rozszerzenia catkowite Z, 3-13 kwietnia

Zadanie 1. Ustalmy liczbe catkowita d # 0,1 bezkwadratowa i niech OQ( /) oznacza zbiér wszystkich
elementéw Q(v/d) C C, ktére sa calkowite nad Z.

(a) Pokaz, ze Z[Vd] € Oy /z)-

(b) Pokaz, ze kazdy element O ;) speinia réwnanie postaci z?—az+b = 0, gdzie a,b € Z. Wywnioskuj,
ze jest on postaci (a1 + azVd)/2, gdzie a;, az € Z.

() Opisz Oy /- Odpowiedz bedzie zalezata od reszty d z dzielenia przez 4.

Rozwiazanie.
(a) Dla dowolnych ny, ny € Z, element n; + nyy/d jest pierwiastkiem wielomianu unormowanego
P(z) = (x — n1)? — nd € Z[z]. To pokazuje, ze Z[/d] C Og(vay:
(b) Przypomnijmy z algebry I, ze kazdy element Q(/d) jest postaci n; + nyV/d, gdzie ny,ny € Q.
Wezmy element a € Og/5 © Q(Vd).Jesli a € Q, tzn.jesli ny = 0, to z zadania 5 poprzedniej serii
mamy « € Z i element ten jest pierwiastkiem wielomianu unormowanego (z — a)?.

Zal6ézmy zatem, ze o ¢ Q. Oznaczmy przez f € Z[x] wielomian, ktérego pierwiastkiem jest
«, taki wielomian istnieje z zalozenia, ze « jest catkowity nad Z. Wielomian g(z) := (z — ny)? —
n3d € Q[z] jest minimalny dla o w sensie Algebry I, bowiem « nie jest pierwiastkiem wielomianu
stopnia jeden o wspoétczynnikach w Q, bo a nie lezy w Q. Z minimalnosci, wielomian g dzieli
f w Qlz], czyli istnieje h € Q[z] taki, ze f = gh. Wielomiany f i ¢ sa unormowane, wiec i h
jest unormowany. Wobec tego mozemy zastosowa¢ zadanie 4 z poprzedniej serii (ktére fachowo
nazywa sie ,lematem Gaussa”). Otrzymujemy, ze g ma wspoétczynniki catkowite! Wypiszmy te
wspolczynniki wprost:

g(z) = 2% — 2ny2 + (n? — nid).

Dowiadujemy sie, ze liczby 2n, oraz n? — n3d sa catkowite. Zatem réwniez 4(n? — nid) — (2n;)? =

(2n2)?d jest catkowita. Chcemy pokazaé, ze 2n, jest catkowita. Zapiszmy ny = p/q, gdzie p,q € Z
2
4Z2d
wiec wynika stad, ze ¢* dzieli 4, czyli g dzieli 2, zatem 2ny = 2p/q jest catkowita.

sa wzglednie pierwsze. Wtedy (2ns)*d = “5%, czyli ¢* dzieli 4d. Ale liczba d jest bezkwadratowa,
(c) W punkcie (b) pokazali$émy, ze n,+nyv/d jest catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy wspétczynniki
g sa catkowite, czyli gdy 2n, oraz n? — nid sa catkowite. Pozostaje sprawdzi¢, kiedy to zachodzi.
Wiemy juz, ze jesli n; + novd jest catkowita, to a; := 2ny, ay := 2n, sa liczbami catkowitymi.!
Mamy nf —n3d = ; (o — a3d), co jest liczba catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy af = a3d (mod 4).

Rozwazmy dwa/trzy przypadki:

* d=0 (mod 4). Ten przypadek nie moze zachodzi¢, bo d jest bezkwadratowa.

* d=2,3 (mod 4). W tym przypadku d nie jest reszta kwadratowa modulo 4. Zatem réwnanie
aj = a3d (mod 4) nie ma rozwiazan w Z;. Wynika stad, ze a1, as sa parzyste, czyli ny, no sa
catkowite. W tym przypadku

Ogvay = ZIVd).

1Podkreslam tutaj, ze n1, ng niekoniecznie sa catkowite.




* d=1 (mod 4). Liczba d jest nieparzysta, zatem kongruencja n? = n3d (mod 4) implikuje, ze
n1, Ny sa obie parzyste lub obie nieparzyste. Ale tez w druga strone, jesli zalozymy, ze ny, ny
sa obie nieparzyste (lub obie parzyste), to spelniaja one te kongruencje. To daje odpowiedz.
Mozna te odpowiedz zapisaé fadniej, mianowicie

1++d
2

Oy = Z (1.1)

Powyzsza rownos¢ znaczy, ze Z [%ﬂ = {M | a1 = ay (mod 2)} By jej dowies¢, obliczmy,

vo (11vd)? _ 11vd Vi
ze (HT‘1> = LVd _ d-l wiec kazdy element pierscienia Z [“—d} zapisuje sie jako m; +

2 4 2

m21+2‘/8, gdzie my,my € Z i faktycznie ma zadana posta¢. Udowodniliémy zawieranie C
w (1.1). Z drugiej strony, dla danego elementu %g, gdzie a; = a; (mod 2), mozemy
zapisac
al—i—ag\/a 1—{—\/& a1 — ag
- - = a2 . + ,
2 2 2
co jest elementem 7Z [1@/&] . To daje zawieranie O w (1.1) i koriczy dowdd.
Zadanie 2 (PierScien Eisensteina). Niech d = —3 i rozwazmy piersciert Ogy /) = Z]ws), gdzie w3 =
cos(2m/3) + isin(27/3) = *HT“B Mozesz zalozy¢, ze pierScien ten jest dziedzina z jednoznaczno$cia
rozkladu.

(a) Oblicz kwadrat normy zespolonej elementu a + bws, gdzie a, b € Z.

(b) Niech p C Z|ws] bedzie ideatem maksymalnym. Pokaz, ze p N Z = pZ dla pewnej liczby pierwszej p.
Wywnioskuj, ze jesli o jest generatorem p, to |a|? = p lub |a|? = p?.

(c) Pokaz, ze jesdli p = 2 (mod 3), to w sytuacji powyzej p jest generowany przez p. Wskazdwka: kongru-
encje w 7.

(d) Zal6zmy, ze p = 1 (mod 3). Pokaz, ze istnieje liczba n taka, ze n # 1 (mod p) oraz n® =

(mod p).
Wywnioskuj, ze w Z[ws] mamy (n—1)(n—ws)(n—w?) € pZ[ws]. Wywnioskuj, ze p nie jest elementem
pierwszym, a zatem w sytuacji powyzej mamy |a|? = p. Wreszcie, wyciagnij wniosek, ze p = a® +

ab + b? dla pewnych catkowitych a, b.

Rozwigzanie.

(a) Skoro ws jest pierwiastkiem trzeciego stopnia z jedynki, to w3 = 1. Stad wynika, ze &3 = w?.
Ponadto mamy 0 = wi — 1 = (w3 + w3 + 1), wiec w? + w3 + 1 = 0. Obliczamy kwadrat normy
elementu:

la + bws)® = (a + bws) - (a + bws) = (a + bws)(a + bw3) = a® + ab(ws + w3) + b*w; = a® — ab + b

Na potrzeby nastepnych podpunktéw zauwazmy, ze jesli element o € Z[ws] ma kwadrat normy
réowny 1, to « jest odwracalny: faktycznie o - @ = 1 oraz & € Zjws].

(b) Skoro p jest maksymalny, to p # 0. Niech 0 # o € p. Wtedy 0 # a@ € p a ponadto aa = |a|* €
Z, wiec wnioskujemy, ze p NZ # 0. Z klasyfikacji idealéw w Z wynika, ze pNZ = nZ dla pewnego
n # 0.



Zauwazmy, jesli ny, ny € Z sa takie, ze niny € nZ = p N Z to z pierwszosci ideatu p wynika, ze
ny € p lub ny € p, zatem n; € nZ lub ny, € nZ. To implikuje, Ze liczba n jest pierwsza. Mozemy
wiec wziac p = n.? Niech a € Z|w;] bedzie generatorem ideatu p. Skorop € pNZ,top =« - B dla
pewnego ( € Z|ws]. Stad

P’ = p* =lal*- 8%,

zatem |a/|? jest dodatnim dzielnikiem p*. Element « nie jest odwracalny, wiec na mocy uwagi w (a)
stwierdzamy, ze |a|? nie jest rowny jeden. Stad wynika, ze |a|? € {p, p*}.
(c) Zapiszmy « = a + bws. Wtedy |a|* = a® — ab + b* = (a + b)* — 3ab. Zatem |a|?* = 1 (mod 3) lub
|a]* =0 (mod 3). W szczeg6lnosci, mamy |a|? # p, zatem |a|* = p>. W réwnaniu z poprzedniego
podpunktu mamy |§|* = 1, stad z uwagi w punkcie (a) element J jest odwracalny w Z|ws] a to
znaczy, ze idealy generowane przez « oraz p = o pokrywaja sie.
(d) Grupa Z; jest cykliczna i ma p — 1 elementéw, wiec istnieje element n taki, ze n # 1 (mod p)
oraz n®> = 1 (mod p). (By znalez¢ taki element mozna wybraé¢ generator g i wzia¢ n = gpgl.)
Zachodzi

(= 1)(n — ws)(n —wl) = n* — 1 € p  pZfus] (1.2)

Ponadto pZ|ws] = {a + bws | a,b € pZ}. Skoron # 1 (mod 3), ton — 1 & pZ|ws]. Ponadto —1 & pZ,
wiec n—ws & pZws]. Wreszcie, mamy n—w3 = (n+1)+wjs i ten element nie lezy w pZ|ws| bo 1 & pZ.
Zaden ze skladnikéw iloczynu po lewej stronie (1.2) nie lezy w pZ|ws], wiec ideal pZ[ws] nie jest
pierwszy. W szczegdlnosci, nie moze zachodzi pZ|w;] = p, wiec argumentujac jak w koricowej
czesci podpunktu (c), widzimy, ze nie moze zachodzi¢ |a|* = p?. Zachodzi wiec |a|* = p, czyli
a’> —ab+ b* = pistad (—a)> + (—a)b + b* = p.

Zadanie 3. Niech p € P. Niech w, := exp(2ni/p) = cos(27/p) + isin(2w/p) € C bedzie pierwiastkiem
z jedynki stopnia p. Niech F(x) := P! + ... 4+ 2 + 1 € Z[z] bedzie wielomianem.

(a) Pokaz, ze F(wp) = 0 oraz F(1) = p. Zatézmy, ze F jest rozkladalny na wielomiany G, H € Q|z].
Pokaz, ze po ewentualnym domnozeniu przez stala mozna zatozy¢, ze G, H maja wspoétczynniki
catkowite. Pokaz, ze mozna dodatkowo zalozy¢, ze G(1) = 1.

(b) Pokaz, ze F = (z —1)P~! (mod p). Wywnioskuj, ze G = (z —1)* (mod p) dla pewnego s. Z réwnosci
G(1) = 1 wywnioskuj, ze s = 0, zatem G = 1. To pokazuje, ze F jest nierozktadalny, wiec jest

wielomianem minimalnym w;,.
(c) Pokaz, ze jesli nie zatozymy, ze p jest pierwsza, to moze sie zdarzy¢, ze F jest rozkltadalny.

(d) Oblicz Zf;ol w;i w zaleznoéci od liczby catkowitej a.

Rozwigzanie.
(a) Mamy F(z) = 2L, zatem F(w,) = %=} = =L — 0. Réwnos¢ F(1) = p wynika wprost

z—17 wp—1 wp—1

z podstawienia jedynki do wyjSciowego wielomianu. Zatézmy, ze F' = G - H, gdzie G, H € Q[z].

Przeskalujmy G, H tak, by G byt unormowany. Skoro F' i G sa unormowane, to H réwniez.
Z lematu Gaussa (zadanie 4, poprzednia seria) wynika, ze G, H € Z[x]. W szczeg6lnosci, mamy
réwnos¢ liczb catkowitych G(1) - H(1) = F(1) = p. Zatem ktéras$ z liczb G(1), H(1) jest réwna
+1. Zat6zmy, ze G(1) = +1. Domnazajac G i H przez —1 otrzymujemy G(1) = 1. (Potencjalnie

2 Argument tutaj jest calkowicie formalny i automatycznie uogélnia sie do stwierdzenia ,jesli p w jakims pierscie-
niu R jest pierwszy, zas S C R jest podpierscieniem, to p N S takze jest pierwszy.
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domnozenie moglo zniszczy¢ unormowanie wielomianéw, ale nie obchodzi to nas.)
(b) Wielomian = — 1 jest niezerowy modulo p oraz 2? — 1 = (z — 1)? (mod p), wiec mamy

-1 (x—1)P
z—1 z—1

F(z) =

= (r— 1)’ (mod p).

Z jednoznacznosci rozktadu wielomianéw (ktéra zachodzi modulo p, bo Z, jest cialem) wynika,
ze G = (v — 1)® (mod p) dla pewnego s. Ewaluujac obie strony w « = 1 otrzymujemy dla s > 0
réownos$¢ G(1) = 1 = 0 (mod p). Zatem s = 0, czyli G = 1 jako wielomiany. W szczegdlnosci, F
nie posiada rozkladu na wielomiany nieodwracalne, zatem F' jest nierozkiadalny. To pokazuje, ze
jest on wielomianem minimalnym dla w,,.

(c)JeSlip=abdlaa,b>1to

-1 (2" —1

Flr) = —
(JE) z—1 rz—1

= (@ a2 1) (0D 0D )

wiec F'jest rozkladalny.
(d) Mamy S7-/ wit = F(wg).Jeslia = 0 (mod p), to ws i F(wy) = p. W przeciwnym przypadku
obliczamy jak w (a), ze F'(w;) = 0.

Zadanie 4. Niech p € P bedzie liczba nieparzysta. Niech w), := exp(27i/p) = cos(2m/p) + isin(27/p) € C
bedzie pierwiastkiem z jedynki stopnia p.

(a) Pokaz, zejeslip = 3 tow, — w2 = v/=3.

(b) Dla liczby catkowitej a, zdefiniujmy sume Gaussa g, := Zf:_ll (%) wgt. Pokaz, ze g, = (%) g1

(c) Uzywajac (b), pokaz, ze suma Zﬁ;é Jag—q jest rbwna (—1)% (p—1)g3.

(d) Oblicz bezposrednio, ze -7_( gug—a = Y0 Y a0, <%> (%) wi™ ™Y Pokaz, ze to wyrazenie wynosi

p(p — 1) i wywnioskuj, ze ¢? = (—1)%1). To pokazuje, ze zawsze mamy (—1)%1) = +g1 € Z]wp)!

Rozwigzanie.

Przypomnienie: (%) oznacza symbol Legendre’a. W rozwiazaniu wielokrotnie korzystamy z jego
multiplikatywnoSci.

(a) Mamy w, — w? = =143 _ —120V8 — 4\ /3 — | /73 (Poréwnaj z podpunktem (d).)

p

(b) Jesli @ = 0 (mod p), to g, = Zf:_ll (fg) = 0, bo jest tyle samo elementéw, ktére sa resztami

kwadratowymi i nie sa resztami kwadratowymi w Z;. W tym przypadku réwniez <%> = 0, wiec

9a=0= <%> g1-
Zat6zmy, ze a # 0 (mod p). Wtedy

a Ly a P fat iy oy
at at U
ol — | = E - — Jwr = E — W, = E — | W, = g1,
(p) —1 (P) (p) b —1 (p> P u—1 (p) P

gdzie wykorzystaliSmy fakt, ze {a,2a,...,(p — 1)a} jest modulo p tym samym zbiorem co zbiér
2 2

{1,2,...,p — 1}. Obliczamy teraz, ze g, = ¢, <%> =0 <%>, gdzie (%) = 1 wynika z tego, ze

(g) e {11}



(c) Przypomnijmy z podpunktu (a), ze go = 0. Obliczamy, ze

:Xégag_ Zgag— pi (Z) 9 (_7@) g = i: (%)2 (_?1) g = pZ(—l)p'fgf = (1) (p-1)g2.

(d) Obliczamy, ze

oS5 (5 (B -5 (5) (2) (Se)

z=1 y=

a(z—

Korzystajac z poprzedniego zadania, stwierdzamy, ze >°_| wy v jestréwna 0, o ile 7 — y nie jest

podzielna przez p oraz jest rowna p gdy x — y jest podzielna przez p. Zatem mamy
p—lp-1 T y p—1 p—1 )\ 2
()G (&) -2 () ()5 G) rmo-vr
z=1 y=1 p p a=0 z=1 y=x =1 p

Poréwnujac wyrazenia (—1)"z (p — 1)g2i (p — 1)p, otrzymujemy ¢2 = (—1)"2 p.
Komentarz: istnienie pierwiastka z (—1) Tpw Z]w,| jest wbrew pozorom jednym z fundamental-
nych wynikéw dla réznorakich obliczer sum; patrz przykltadowo rozdziat 6 w Ireland-Rosen.



