Teoria liczb
rozszerzenia catkowite Z, 3-13 kwietnia

Zadanie 1. Ustalmy liczbe catkowita d # 0,1 bezkwadratowa i niech (’)Q( Jd) 0znacza zbiér wszystkich
elementéw Q(v/d) C C, ktére sa calkowite nad Z.

(a) Pokaz, ze Z[v/d) C Og(vay

(b) Pokaz, ze kazdy element O /3y spetnia réwnanie postaci 22 —az+b = 0, gdzie a,b € Z. Wywnioskuj,
ze jest on postaci (a1 + azv/d)/2, gdzie a1, az € Z.

(c) Opisz Oy /- Odpowied? bedzie zalezata od reszty d z dzielenia przez 4.

Zadanie 2 (Pierscien Eisensteina). Niech d = —3 i rozwazmy pierscieri Og /5 = Zlws), gdzie w3 =
cos(2m/3) + isin(27/3) = _HT“/g Mozesz zalozy¢, ze pierScient ten jest dziedzina z jednoznacznoscia
rozkladu.

(a) Oblicz kwadrat normy zespolonej elementu a + bws, gdzie a,b € Z.

(b) Niech p C Z[ws| bedzie idealem maksymalnym. Pokaz, ze p N Z = pZ dla pewnej liczby pierwszej p.
Wywnioskuj, ze jesli « jest generatorem p, to |a|> = p lub |a|? = p?.

(c) Pokaz, ze jesli p = 2 (mod 3), to w sytuacji powyzej p jest generowany przez p. Wskazéwka: kongru-
encje w 7.

(d) Zal6zmy, ze p = 1 (mod 3). Pokaz, ze istnieje liczba n taka, ze n # 1 (mod p) oraz n® = 1 (mod p).
Wywnioskuj, ze w Z[ws] mamy (n—1)(n—ws)(n—w3) € pZ[ws]. Wywnioskuj, ze p nie jest elementem
pierwszym, a zatem w sytuacji powyzej mamy |a|? = p. Wreszcie, wyciagnij wniosek, ze p = a® +
ab + b* dla pewnych catkowitych a, b.

Zadanie 3. Niech p € P. Niech w, := exp(27mi/p) = cos(2mw/p) + isin(27/p) € C bedzie pierwiastkiem
z jedynki stopnia p. Niech F(x) := 2P~ 4 ... + 2 + 1 € Z[r] bedzie wielomianem.

(a) Pokaz, ze F(wp) = 0 oraz F(1) = p. Zatézmy, ze F jest rozkladalny na wielomiany G, H € Q|z].
Pokaz, ze po ewentualnym domnozeniu przez stala mozna zatozy¢, ze G, H maja wspotczynniki
calkowite. Pokaz, ze mozna dodatkowo zalozy¢, ze G(1) = 1.

(b) Pokaz, ze F = (z—1)?~! (mod p). Wywnioskuj, ze G = (z —1)* (mod p) dla pewnego s. Z réwnosci
G(1) = 1 wywnioskuj, ze s = 0, zatem G = 1. To pokazuje, ze F jest nierozkladalny, wiec jest
wielomianem minimalnym ws,.

(c) Pokaz, ze jesli nie zatozymy, ze p jest pierwsza, to moze sie zdarzy¢, ze F jest rozktadalny.

(d) Oblicz Zf:_ol wgi w zalezno$ci od liczby catkowitej a.

Zadanie 4. Niech p € P bedzie liczba nieparzysta. Niech w), := exp(27i/p) = cos(2m/p) + isin(27/p) € C
bedzie pierwiastkiem z jedynki stopnia p.

(a) Pokaz, zejeslip = 3 to w, — wg =+/-3.

P

(b) Dla liczby catkowitej a, zdefiniujmy sume Gaussa g, := > 7~} (%) wit. Pokaz, ze g, = (%) g1.
7 (

(c) Uzywajac (b), pokaz, ze suma Zg;é Jag—a jestréowna (—1)2 (p — 1)g3.

(d) Oblicz bezposrednio, ze >-7_ gag—a = S P, vy (%) (%) w;;(“y). Pokaz, ze to wyrazenie wynosi

p(p — 1) i wywnioskuj, ze g7 = (—1)%19. To pokazuje, ze zawsze mamy 4/ (—1)%19 = +g1 € Z[wp)!



