Teoria liczb
rozszerzenia catkowite Z, 27-30 marca

Zadanie 1. Niech Z[i] C C bedzie pierscieniem liczb catkowitych Gaussa, z Algebry I wiemy, ze jest
to dziedzina z jednoznacznoscia rozkladu. Niech |a|? 0znacza norme zespolona elementu o € Z[i].

Zauwazmy, ze |a|? - |B]* = |aB|?.
(a) Pokaz, ze |a|? jest liczba catkowita nieujemna dla kazdego o € Z]i],

(b) Pokaz, ze |a|?> = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0. Pokaz, ze laf? =1 wtedy i tylko wtedy, gdy o
jest odwracalnym elementem Z[i].

(c) Zachodzi (2+1)(2—1i) =5 = (14 2i)(1 — 2i). Dlaczego nie przeczy to jednoznacznosci rozktadu?

Rozwigzanie.

(a) Jesli = a + bi, gdzie a, b sa catkowite, to |a|? = a? + b?, co jest liczba catkowita nieujemna.
(b) Z poprzedniego punktu wynika, ze |a|* = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy a = b = 0, czyli o = 0.
Zal6zmy teraz, ze |a|* = 1. Niech @ bedzie liczba sprzezona do «, wtedy 1 = |a]* = o - @.
Ponadto @ lezy w Z[i], zatem jest odwrotnoscia o w Z[i|. Jesli zas a ma odwrotnos¢ 3 € Zli], to
przyktadajac | — |* do réwnosci a8 = 1, otrzymujemy |a|? - |3]* = 1. Skoro |«|?, | 3]? sa catkowite
nieujemne, to wynika stad |a|? = [8]* = 1.

(0Mamy 1 +2i =i-(2—1i)orazl—2i =i"!-(2+ i), zatem te dwa rozktady réznia sie tylko

domnozeniem przez element odwracalny.

Zadanie 2. Niech Z[i] C C bedzie pierécieniem liczb catkowitych Gaussa. Niech p C Z[i] bedzie idealem
maksymalnym.

(a) Pokaz, ze przeciecie p N Z jest niezerowe. Wywnioskuj, ze p N Z = pZ dla pewnej liczby p € P.

(b) Pokaz, ze Z[i]/p ma skoriczenie wiele elementow.

(c) Niech o bedzie generatorem p. Pokaz, ze norma zespolona |a|? jest rtéwna p lub p?.

(d) Pokaz, zejesli |a|?> = p?, to p = pZli], ajesli |a| = p, to p = a? + b?, gdzie a = a + bi.

(e) Pokaz, zejeslip =3 (mod 4), to pZ[i] jest ideatem pierwszym.

(f) Pokaz, zejeslip =1 (mod 4), to pZ[i] = (a — bi)Z][i] - (a + bi)Z]i] dla takich a, b, ze p = a® + b>.

(g) Pokaz, zejedli p = 2, to istnieje dokladnie jeden p taki, ze p N Z = pZ. Znajdz ten ideat.

(h) * Zdefiniujmy funkcje (z(;(s) dla s > 1 poprzez

1
Czjig(s) = H TN

pCZ[i], maximal ideal
gdzie N (p) oznacza liczbe elementéw Z[i]/p. Uzyj wiedzy p powyzej, by wykazaé, ze dla s > 1

prawa strona jest zbiezna i mamy (z(;(s) = ((s) - L(s, x), gdzie ((s) i L(s, x) byly zdefiniowane
tydzien temu.

Rozwiazanie.

(a). Niech o € p bedzie dowolnym niezerowym elementem p. Wtedy « - @ réwniez lezy w p,
a na mocy zadania 1 jest to niezerowa liczba catkowita dodatnia. Zatem p N Z jest niezerowe.
Z klasyfikacji idealéw w Z wynika, ze p N Z = nZ dla pewnego n. Zalézmy, ze n = ab. Wtedy
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ab € p, ale ideat p jest pierwszy, wiec a € p lub b € p. Wynika stad, ze n dzieli a lub n dzieli b.
Zachodzi to dla dowolnego wyboru a i b, wiec n jest liczba pierwsza.

(b) Niech p € P bedzie taka, ze p N Z = pZ. Wtedy w ideale p mamy elementy p oraz p.
Zatem kazdy element a € Z[i]| mozna przedstawic¢ (by¢ moze na wiecej niz jeden sposoéb!) jako
kombinacje o = a + bi + 3, gdzie 8 € pZ + piZ C poraz a,b € Z, przy czym 0 < a,b <p—1.To
dowodzi, ze Z[i]/p ma co najwyzej p? elementow.

(c) Z definicji o, mamy p = oZ[i]. Zapiszmy jak powyzej, p N Z = pZ. Zatem p = «of dla
pewnego 3 € Z[i]. Przyktadajac normy, uzyskujemy p* = |a|? - |3]>. Zatem |«|? jest dodatnim
dzielnikiem p?, czyli |a|? € {1, p, p*}. Pozostaje wykluczyé mozliwos¢ |a|* = 1. Ale z zadania 1
wynika, ze jesli |a|? = 1, to a jest odwracalny. Wtedy bytoby p = oZ[i] = Z[i]. To przeczy
pierwszosci ideatu p, bo z definicji ideat pierwszy nie jest catym pierscieniem. (d) Kontynuujac
rozumowanie, jesli |a|? = p?, to |3]* = 1, wiec 3 jest odwracalny i stad

pZli] = aBZ[i] = oZ[i] = p.

Jesli zas |a|* = p, to zapiszmy a = a + bi. Wtedy p = |a|? = a? + b*.

(e) W tym przypadku p nie mozna zapisac jako sumy kwadratéw (patrz pierwsza seria zadan),
wiec na mocy (d) nie moze zaj$é |a|* = p. Musi by¢ zatem |a|? = p? i pZ[i] = p jest pierwszy.

(f) Z serii pierwszej wiemy, ze liczby catkowite a, b takie, ze p = a* + V?, rzeczywiscie istnieja.
Wobec tego p = a® + b* = a* — i?b* = (a — bi)(a + bi).

(g) W tym przypadku mamy 2 = (1 +4)(1 — i) = (1 4 ¢)* - (—4). Wynika stad, ze kazdy ideat
pierwszy zawierajacy 2 zawiera tez 1+i. Pozostaje pokazac, ze 1+ jest idealem maksymalnym.
Zal6zmy, ze nie, wtedy 1 + i = a3 dla pewnych nieodwracalnych « i 5. Zatem

2=|1+i"=|af*- 8"

To implikuje, ze jedna z norm |a|?, |3]? jest réwna 1, wiec, na mocy zadania 1, odpowiedni
element jest odwracalny. To przeczy wyborowi «, 3.
(h) Zanim przystapimy do rozwiazania podpunktu, zauwazmy, ze w sytuacji podpunktu (f)
mamy |a + bi|* = |a — bi|*> = p jest liczba pierwsza. Argumentujac jak w podpunkcie (g),
stwierdzamy, ze ideaty (a + bi)Z][i], (a — bi)Z[i] sa pierwsze. Ponadto idealy te sq r6zne. Zaiste,
gdyby (a + bi)Z[i] = (a — bi)Z[i], to otrzymujemy element

a+bi  (a+bi)? a2—b2+2abi_a2—bz+, 2ab
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Jednak liczby a i b sa niepodzielne przez p, wiec p nie dzieli 2ab, co pokazuje, ze ten element
nie lezy w Z[i]; lezy on w Q[¢] \ Z[i]. To koniczy cze$¢ przygotowawcza.

Pogrupujmy idealy maksymalne p C Z[i| wzgledem przeciecia p N Z = pZ. Z podpunktéw
(e) i (f) wynika, Ze sa co najwyzej dwa idealy p zawierajace dana liczbe p. Ponadto dla kazdego
z nich zachodzi N(p) > p, bowiem juz podzbiér Z/(Z N p) C Z[i]/p ma p elementéw. Stad,
N(p)~® < p~°. Zatem iloczyn z tresci podpunktu (h) jest bezwzglednie ograniczony z goéry

H(l—lp‘S)Q'

peP

przez




Jak wiemy z wykladu, zaprezentowany iloczyn jest zbiezny dla kazdego s > 1 i jego granica
jest ((s)?. Ta cata cze$¢ pokazuje, ze iloczyn z podpunktu (h) jest zbiezny bezwzglednie.

Pozbywszy sie probleméw zbieznosci, obliczmy ten iloczyn dokladnie. Dla kazdego p € P
rozwazmy ideaty p takie, Ze p N7Z = pZ. Dla p = 2 na mocy punktu (g) jest jeden taki ideal i ma
onnorme N(1+ i) =2.Dlap =3 (mod 4) na mocy punktu (e) jest znowu jeden taki ideat i ma
onnorme N(p) = p?. Dlap =1 (mod 4) sa dwa ideaty, oba o normie p. Otrzymujemy wiec dla
5 > 1 rownosc
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p=1 (mod 4) p=3 (mod 4) p=1 (mod 4) p=3 (mod 4)

¢(s) - L(s,x),

gdzie ostatnia rownosé¢ wynika z zadania 3(b) z poprzedniej serii. (Zdumiewajaco porzadnie
sie zwinatl ten wynik, prawda?)

Zadanie 3. Niech A = Z[\/=5]. Zauwazmy, ze mamy funkgje | — |?: 4 — Z>o.

(a) Pokaz, ze elementy 2, 3,1 — v/—5, 1 + /—5 sa nierozktadalne.

(b) Wywnioskuj, ze A nie jest dziedzina z jednoznacznoscia rozkladu.

Rozwigzanie.

Norma |a/* dla a = a + by/—5 wynosi |a|* = a? + 5b%. Liczby q, b sa catkowite, wiec wynika
stad, ze nie ma w A elementéw o normie 2 lub normie 3 oraz ze jedyne elementy o normie 1 to
+1.

(a) Jesli 2 = af to otrzymujemy 4 = [2|> = |a|? - |]>. Norma nie jest rowna 2, wiec ktéras
znorm |af?, |5]? jest réwna jeden, zatem element « lub 3 jest odwracalny. To pokazuje, ze 2 jest
nierozkladalny, podobnie argumentujemy w pozostatych przypadkach.

(b) Zachodzi 2-3 = (1—+/=5)(14+/—5). Elementy po obu stronach sa nierozktadalne. Gdyby A
byla dziedzing z jednoznacznoscia rozkladu, to elementy te bytyby pierwsze, wiec musialaby
np. zachodzié¢ podzielnos¢ 3 dzieli 1 — /=5 lub 3 dzieli 1+ /=5. Zadna z tych podzielno$ci nie
zachodzi, gdyz [3]? =9 > 6 = |1 + /—5]%

Zadanie 4. Niech f € Z[z] bedzie unormowanym' wielomianem o wsp6tczynnikach catkowitych. Za-
16zmy, ze f = g-h, gdzie g, h sa unormowanymi wielomianami o wspétczynnikach wymiernych. Pokaz,
Ze g i h maja wspolczynniki catkowite. Wskazéwka: wymnoéz przez NWW mianownikéw.

Rozwigzanie.

Niech n, bedzie najmniejsza liczba catkowitq dodatnia taka, ze n,-g € Z[z]. Jesli wspoétczyn-
niki wielomianu n,-g sa wszystkie podzielne przez pewna liczbe catkowita £ > 1, to w szczegol-
nosci wiodacy wspétczynnik, réwny n,, jest podzielny przez k, a ponadto =2 - g ma wsp6tczyn-
niki catkowite. To przeczy definicji n,. Zatem liczba k jak powyzej nie istnieje.

1Tzn. wspoétczynnik przy najwyzszej potedze = jest réwny 1.



Zdefiniujmy podobnie n;, dla wielomianu h. Zachodzi réwno$é n, - g - ny, - h = (ngny) - f.
Zatozmy, ze ngn, > 11 wezmy liczbe pierwsza p dzielaca nyn;,. Wtedy zachodzi

0= (ngnn) - £ = (ng-g)- (na-h) (mod p).

Na mocy dyskusji o liczbie £ powyzej, istnieje wspétczynnik n, - g niepodzielny przez p. Za-
16zmy, Zze najmniejsza potega x, przy ktorej stoi taki wspoétczynnik jest 2°v. Podobnie zdefiniu-
jmy z* dla wielomianu h. Wtedy wspotczynnik przy z°o+¢ w (n,-g)-(ny,-h) jest tez niepodzielny
przez p (dlaczego?). To daje sprzecznos¢. Wynika z niej, ze ngn, = 1, czyling =n, = 1ig, h
majq wsp6lczynniki catkowite.

Zadanie 5. Liczbe o € Cnazywamy catkowitq (nad 7), jesli jest ona pierwiastkiem unormowanego wielo-
mianu o wspoétczynnikach catkowitych. Pokaz, ze elementy Q catkowite w powyzszym sensie to Z.

Rozwigzanie.
WezZmy element catkowity i zapiszmy go jako a/b, gdzie a,b € Z sa liczbami wzglednie

pierwszymi. Skoro element a/b spelnia wielomian unormowany, to zachodzi

(z) +”d4<5) totne=0

dla pewnych ng_1, ..., ng catkowitych. Domnazajac przez b¢, otrzymujemy
a® + ng_1ba®t 4+ .+ ngh? = 0,

zatem b dzieli . Ale aib sa wzglednie pierwsze, wiec podzielnosé b | a? implikuje, ze b =
+1. Wobec tego a/b jest liczba catkowita. Uwaga: powyzszy dowdd nie uzywat niczego o Z poza
jednoznacznoscig rozktadu; uogélnia sie on do dowolnej dziedziny z jednoznacznosciq rozktadu.

Zadanie 6. Ustalmy liczbe catkowita d # 0, 1 bezkwadratowa i niech C’)Q( /) 0znacza zbiér wszystkich
elementéw Q(v/d) C C, ktére sa catkowite nad Z.
(a) Pokaz, ze Z[Vd] C Oo(va)-

(b) Pokaz, ze kazdy element O spetnia réwnanie postaci 2?2 —axr +b = 0, gdzie a,b € Z.
Wywnioskuj, ze jest on postaci (a; + asVd)/2, gdzie aj, a2 € Z.

(0) x Opisz Og/g)- Odpowiedz bedzie zalezata od reszty d z dzielenia przez 4.

Rozwiazanie.
(To zadanie pojawi sie w nastepnej serii.)



