Teoria liczb
grupy klas, 12-15 czerwca

W ponizszych zadaniach obliczeniowo uzyteczne bedzie lepsze oszacowanie statej ), ktéra
pojawita sie na ostatnim wyktadzie. Mianowicie niech Q C K bedzie skoficzonym rozszerzeniem
cial, gdzie n = dimg K, i niech ¢ bedzie potowa liczby r6znych zanurzen K C C takich, ze K Z R
(przyktadowo t = 1 dla K = Q(i), bo K ma dwa zanurzenia. Podobnie, t = 0 dla K = Q(+/2), bo
oba zanurzenia K maja obraz w R). Niech

t
A = % (%) /[ dise(Ox)].
Wtedy zachodzi nastepujace twierdzenie: kazdy niezerowy element grupy klas Cl(Of ) jest postaci
[1], gdzie I C Ok jestideatem takim, ze |Ox/I| < k. W szczegdlnosci, zachodzi |Z/(ZN1)| < Agk.
Stala A\x nazywa sie czasem ograniczeniem Minkowskiego dla K. Stala ta jest z reguly mniejsza niz
stala A\ z wyktadu.

Stata \x mozna obliczy¢ online na stronie https://sagecell.sagemath.org/, wpisujac za-
pytanie podobne do

QQ[sgrt (-19)] .minkowski_bound() .n ()

Zadanie 1. Niech K = Q(v/—d), gdzie d # 0,1 jest catkowita i bezkwadratowa. Niech A = Ok bedzie
pierScieniem liczb catkowitych w K.

(a) Oblicz disc(Og) w zaleznosci od reszty d mod 4.

(b) Oblicz, ze A\ < 2 dla —d = 2, 3,5 i wywnioskuj, ze Z[V2), Z]\V3), Z {H\/ﬂ sa dziedzinami z jednoz-

2
naczno$cia rozkltadu.

(c) Wywnioskuj to samo dla Z[i] oraz Z[\/—2]|, Z V=3 Co dzieje sie dla Z[v/—5]?
y ) 2 )

(d) Pokaz, ze OQ( J/=19) jest dziedzina z jednoznacznoscia rozkladu. To zamyka zadanie I z serii 11-15 maja.

Rozwigzanie.

(@) Jesli —d = 1 (mod 4), to O = Z @& Z*Y=2. Oznaczmy w tym przypadku o = £Y=¢ i mamy
o = a — =4 W przeciwnym razie Ox = Z & Zv/—d i oznaczmy a = v/—d, zatem o* = d.
Zapiszmy tez o* = ba + ¢, gdzie (b, ¢) sa jak powyzej. W obu przypadkach obliczamy, ze

disc(Ok) = det (Tr(l) Tr(a))

Tr(a) Tr(a?)

o)

Macierz elementu 1 w naszych bazach to

zatem Tr(1) = 2. Macierz elementu « to


https://sagecell.sagemath.org/

zatem Tr(a) = b. Wreszcie, macierz elementu o to kwadrat macierzy elementu «, wiec jest ona

c be
b c+b?

réwna

i mamy Tr(a?) = 2c + b*. Zatem

2 b
disc(Ok) = det =de+20° — b =4de— b
isc(Ok) = de <b 20+b2> c c
Podstawiajac wartosci liczbowe, stwierdzamy, ze disc(Okx) = —4d, je$li —d # 1 (mod 4) oraz
disc(Ok) = —d, jesli —d = 1 (mod 4). Mozna zobaczy¢, ze koricowy wynik 4c — b* to kwadrat réznicy

wartosci pierwiastkéw réwnania 2% — bx + ¢, stawetna “Delta”.

(b) Przyktadowo dla Z[v/3] mamy ¢ = 0 oraz disc(Z[v/3]) = 4 - 3, wiec stala Minkowskiego Ax
wynosi Z - V4-3 = /3 < 2. Z twierdzenia wynika, ze kazdy niezerowy element grupy klas
jest postaci [/], gdzie I jest ideatem takim, ze |Of /I| < 2. Ale jedynym idealem spelniajacym ten
warunek jest Ok = I, ktory jest gtéwny. Zatem grupa klas jest jednoelementowa.

(c) Obliczenia sa podobne. Przedyskutujmy przypadek Z[/=5]. Stata Minkowskiego wynosi £/5 <
3, wiec wystarczy rozwazy¢ klasy (/] takie, ze Z[/—5]/I jest dwuelementowym pierScieniem.
Takie ideaty niegtéwne faktycznie istnieja, patrz zadanie 2 z serii 17-20 kwietnia.

(d) Obliczamy, ze Aq(,/=15, Wynosi 2,/19 < 3. Pozostaje rozwazyg¢, czy istnieja idealy I takie, ze
Og(y/=19) /I ma dwa elementy. Jesli istnieja, to te elementy to 0 oraz 1. W szczeg6Inosci, musi za-

1+\/—19E] 14+ +v—-19
2 2

chodzi¢

lub —1lel.

W szczeg6lnosci zachodzi tez N (H— V2_19> €llub N <1+— =1 1) € 1. Obliczamy, ze

=5

N(1+\2/—_19>:1+\2/—_19_1—\2/—_9

N(1+¢_—19_1>:N<_1+2¢—_19):—1+\/—_19'—1—\/—_9:57

2 2 2
wiec w obu przypadkach 5 € I. Skoro réwniez 2 € [,to1l = 5 —2-2 € I, zatem [ jest calym
pierscieniem, w szczeg6lnosci |Og/=5)/I| # 2, sprzecznos¢. Zatem zadane ideaty I nie istnieja.

Zadanie 2. Zal6zmy, ze dla pewnego ciala K zachodzi Ay < 2. Niech n = dimg K. Pokaz, ze grupa klas

ciala K ma co najwyzej 2" — 1 elementéw.

Rozwigzanie.

(To zadanie nie wchodzi w wymagania egzaminacyjne.)
Z wyniku Minkowskiego wynika, ze kazda nietrywialna klasa w ClOk jest réwna [I|, gdzie
Ok /1] < 2.Jesli |Ok/I| = 1,to I = O jest gtéwny, wiec [I] jest trywialna. Mozemy wiec za-
fozy¢, ze |Ok /1| = 2. W szczegblnosci, wynika stad, ze 2 € I.

Z twierdzenia o jednoznacznosci rozkladu z wykladu wynika, ze 20k = pi'...p¢", gdzie
a; € Z, speiaja > a;, < n. Skoro 2 € I, to 20k, a zatem z tego samego twierdzenia wynika
I=ypb . pbr, edzieb; # a;.



Wybér liczb b; determinuje . W szczegdlnosci wynika stad, ze mamy co najwyzej (a; +1)(az +
1)...(a,+1) mozliwych wyboréw I. Dla dowolnych liczb catkowitych b, ¢ > 0 zachodzi (b+1)(c+
1) > b+ ¢+ 1, wobec tego dla kazdego a; zachodzi a; + 1 < (1 + 1)*, wiec

(a1 +1)(ag +1) ... (a, +1) < (14 1)=% < 2",

Ponadto wybér b; = a; oraz wybodr b; = 0 daja ideaty 20k oraz Ok, oba gléwne. Zatem te dwa
wybory prowadza do tego samego elementu grupy klas. To pokazuje, ze r6znych klas jest co
najwyzej 2" — 1.

Zadanie 3. Niech K = Q(y/—31) iniech A = Ok.

(a) Oblicz stata Minkowskiego dla K.

(b) Pokaz, ze ideal 3A jest maksymalny. Wskazdowka: rozwaz iloraz lub oblicz bezposrednio, ze kazdy element
spoza ideatu jest odwracalny modulo ideat.
(c) Pokaz, ze 2A = my - my, gdzie m; # my sa ré6znymi ideatami maksymalnymi. Pokaz, Ze nie sa one

glowne.

(d) Wywnioskuj z oszacowania Minkowskiego, ze grupa klas A ma trzy elementy.

Rozwigzanie.

(a) Korzystajac z obliczenia wyréznika w zadaniu 1, mamy Ay = 2v/31 < 21/36 = 4.

(b) Niech o = %‘Tl Skoro —31 =1 (mod 4), to jak wiemy z poprzednich zadan, pierécierr A jest
réwny Z[a] = Z & Zao. Niech a,b € Z. Element a + ba = a + g + @ ma norme zespolona réwna
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at2) v 2w
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Zal6zmy, ze 3A nie jest maksymalny i niech I # A bedzie ideatem takim, ze 3A C I. Zatem ideal
I posiada element postaci a + ba, gdzie a #Z 0 (mod 3) lub b # 0 (mod 3). Norma a* + ab + 8b* =
la + ba|? jest réwna (a + ba)(a — ba + b), wiec ta norma jest elementem /.

Twierdzimy, ze norma a® + ab + 8b? jest niepodzielna przez 3. Faktycznie,
a®+ab+8v* = (a — b)* +b* (mod 3).

Kwadraty daja reszte 0 lub 1 modulo 3, wiecjesli 0 = (a—b)*+b* (mod 3),toa—b =0 (mod 3) oraz
b=0 (mod 3).Stad a = b = 0 (mod 3), sprzecznos$¢ z wyborem a, b. Zatem norma a® + ab + 8)°
jest niepodzielna przez 3. Skoro zaré6wno 3 € I jakia? 4+ ab+ 8b* € I, to 1 € I, sprzecznosc.
(c) Niech m; = (2, ). Obliczmy, ze a? = o — 8. Wezmy dowolny element tego ideatu. Jest on
postaci

2(a+ba) + (c + da)a = (2a — 8d) + (2b + ¢ + d)a,

zatem m; = 2Z & Zo. lloraz A/m; ma wiec dwa elementy, zatem jest ciatem, czyli m; jest maksy-
malny. Niech my = (2,a@) = (2,—a + 1), gdzie @ oznacza sprzezenie zespolone. Iloraz A/m,
jest izomorficzny z A/m,, wiec réwniez ideat m, jest maksymalny. Ponadto 1 € m; + my, wiec
w szczegOlnosci m; # my. Obliczamy teraz

mmy = (2,0) - (2,—a+1) = (4,2(-a+1),2a, -’ + a) = (4, —2a + 2,20, 8) = (2).
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(d) Z oszacowania Minkowskiego wynika, ze kazdy niezerowy element grupy kals jest postaci
1], gdzie |A/I| < 3.]Jesli |A/I| = 3, to |Z/(Z N I)| jest dzielnikiem tréjki, wiec 3 € I. Ale wtedy
z punktu (b) mamy I = 3A oraz |A/I| = |A/3A| = 3?, sprzecznos¢. Podobnie, |A/I| = 1 prowadzi
do sprzecznos$ci. Zatem |A/I| =212 € I.

Z punktu (c) wiemy, ze 24 = m; - my. Z twierdzenia o rozkladzie oraz z tego, ze 24 C I
wynika, ze I = mlil mZQ, gdzie by, b, < 1. Sprawdzamy wszystkie przypadki (mozna te procedure
skréci¢, nieco finezyjniej argumentujac). Jesli by = by = 1, to I = 2A1|A/I| = 22, sprzecznos¢. Jesli
by = by =0, to I = Aiponownie sprzecznos¢. Jesli by = 1, b, = 0, to I = m,. Podobnie, jesli b; = 0,
by =1, to I = my. Wnioskujemy stad, ze grupa klas ma co najwyzej trzy elementy.

Skoro m; nie jest gtéwny, to ta grupa jest nietrywialna. Skoro 24 = m; - my, to w grupie klas
zachodzi [my] - [mo] = 1gya. Jesli [my] = [my, to [my]? = 1y, wiec ideat m? byltby gtéwny. Ale
mi = (4,2a,0?) = (4,2a,a — 8) = (4,2a,a) = (4,a) i mozna, na przyktad korzystajac z norm
elementéw, sprawdzi¢, ze nie jest to ideat glowny. Zatem [m;] # [m,]. Stad wynika, ze C1A =
{[my], [ma], 1c1 4} jest trojelementowa.

Zadanie 4. x Niech Q C K bedzie skoriczonym rozszerzeniem.
(a) Niech I bedzie niezerowym idealem w Og. Pokaz, ze istnieje m takie, ze I"" jest gléwny, zat6zmy, ze
I = a0 K-
(b) Niech L = K( %/a). Pokaz, ze ideat 10y, jest gtéwny.

(c) Pokaz, ze istnieje skoriczone rozszerzenie K C L takie, ze dla kazdego niezerowego ideatu I C Ok
ideat 10y, jest gtéwny.

Rozwigzanie.
(To zadanie nie byto rozpoczete na éwiczeniach. Rozwiazanie do przemyslenia dla chetnych.)



