Teoria liczb
mix, 1-5 czerwca

Zadanie 1 (krzywa, ktéra jest eliptyczna, cho¢ nie wyglada). Rozwazmy zbiér rozwiazan
S={(t,u) e C*|u? =" — 1}

oraz przeksztalcenie 7: S\ {(1,0)} — C? zadane wzorem

()

(a) Pokaz, ze przeksztalcenie 7 jest injektywne.

(b) Pokaz, ze jego obraz zawiera sie w zbiorze y* = f(z) dla pewnego wielomianu f stopnia trzy, ktory
nie ma pierwiastkéw wielokrotnych w C. Znajdz f.

(c) Pokaz odwrotnie, ze jesli (z,y) € C? sa takie, ze y? = f(x) oraz z # 0, to (z,y) = 7(t,u) dla pewnych
(t,u) € S.

Rozwigzanie.
(a) Majac (z,y) = 7(t, u) mozemy obliczy¢ ¢ = + + 1 oraz u = %. To implikuje injektywnos¢.
(b) Jesli (z,y) = m(u,t) to obliczamy, ze
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Pozostaje wzia¢ f(z) = 4a® + 62 + 4o + 1 i sprawdzi¢, ze ten wielomian nie ma pierwiastkéw
wielokrotnych. Ale f/(x) = 1222 + 12z + 4 = 4(322 + 3z + 1). W pierScieniu C[z], jesli f(z) i f'(x)
nie sa wzglednie pierwsze, to maja wsp6lny pierwiastek a. Liczba « nie jest rzeczywista, bo 3% +
3z + 1 nie ma pierwiastkéw rzeczywistych. Zatem réwniez sprzezona liczba @ jest pierwiastkiem
obu, wiec 3z% + 3z + 1 dzieli f(z). Ale bezposrednio sprawdzamy, ze ta podzielnos¢ nie zachodzi.
(c) Niech jak w punkcie (a) ¢ = = +1 oraz u = %. Odwracajac argument z punktu (b) sprawdzamy,
zeu? = t* — 1, zatem (t,u) € S.

Uwaga dla zainteresowanych: z geometrii algebraicznej wynika, Ze jest stosunkowo mato algebraicznych
przeksztatceri m ktdre sq ,prawie” surjektywne i ,prawie” injektywne (w naszym przypadku w jest po
prostu injektywne). W szczegélnosci, nie ma takich przeksztatcert pomiedzy F'(z,y, z) = 0oraz G(t, u,v) =
0, gdzie F', G sq jednorodne i nie sq osobliwe w zadnym punkcie. Ale puenta polega na tym, zZe jesli ujed-
norodnimy u? — (t* — 1), to otrzymamy wielomian G(t,u,v) = u?2? — (t* — z*), ktdry jest osobliwy
w punkcie (1,0,0). Z punktu widzenia réwnania u*> — (t* — 1) = 0 ten punkt jest w ,nieskoriczonosci”,
zatem osobliwosci nie widac.

Zadanie 2. Niech f bedzie wielomianem unormowanym stopnia 3 o wspélczynnikach w ciele k, ktéry
posiada w k pierwiastek wielokrotny.



(a) Pokaz, ze jest dokladnie jeden taki pierwiastek, niech bedzie to z € k.

(b) Pokaz, ze zbiér E(k) \ {(x0,0)} tworzy grupe z dzialaniem jak na wyktadzie. Wskazdéwka: dowdd
tacznosci jest ten sam i nie potrzeba go powtarzac.

(c) * Niech k bedzie cialem dowolnej charakterystyki, za§ f(z) = 23. Pokaz, ze grupa powyzej jest
izomorficzna z grupa G, (k) := (k, +).

(d) * Niech k bedzie ciatem charakterystyki dwa, za$ f(z) = 23
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— x, zatem krzywa ma réwnanie Weier-
strassa y?> = x3 — z. Pokaz, ze grupa powyzej jest izomorficzna z grupa G, (k) := (k \ {0}, ).
(e) » Pokaz, ze powyzsze dwie mozliwosci sa jedyne, tzn. dla dowolnego f z pierwiastkiem wielokrot-

nym, grupa E(k) \ {(zo,0)} powyzej jest izomorficzna z Gy, (k) lub G, (k).

Rozwiagzanie.

(a) Jesli z jest pierwiastkiem wielokrotnym f(z), to f(z) = (z — zo)*(x — x1), gdzie ; € k jest
trzecim pierwiastkiem. Nie ma wiec innego wielokrotnego pierwiastka.

(b) Mozemy zdefiniowa¢ 0g, — (0, Yo) = (%0, —¥o) jak na wykladzie. Przy definiowaniu dodawa-
nia jedyny problem jest nastepujacy: moze sie zdarzy¢, ze dla pewnych punktéw (z1, y1), (z2,y2) €
E(k)\{(%0,0),05} prosta przez (z1,y1), (2, y2) przechodzi przez (z, 0). Pokazemy, ze taka mozli-
wo$¢ nie moze sie zdarzy¢. Rozwazmy rownanie prostej przez (x1, 1), (22, y2) i zatézmy, ze prze-
chodzi ona réwniez przez (zo, 0).

Prosta przez (z,0) ma réwnanie z = z, lub y = pu(x — x¢) dla pewnego p € k. W pierwszym
przypadku, ukltad réwnan y> = f(z), v = x¢ nie ma rozwiazan poza (z¢,0), wiec © = =z nie
moze by¢ réwnaniem jak powyzej. W drugim przypadku uktad réwnan y = u(z — zo), y* = f(z)
redukuje sie do réwnania

(@ —@)* — f(2) =0.

Wielomian po lewej stronie ma (co najmniej) dwukrotny pierwiastek z,. Ponadto ma on pier-
wiastki 71, 7. To niemozliwe, bowiem ma on stopiefi trzy. Sprzecznosé!!

(c) Mamy zy = 0. Zauwazmy, ze jesli zrobimy to zadanie, to pokazemy w szczegdlnosci bi-
jekcje pomiedzy E(k) oraz k, dla nieznanego ciata k, czyli rozwiazemy réwnanie y* = z° w k.
Moéwiac jeszcze inaczej, kazdemu elementowi ¢t € k musimy przypisa¢ rozwiazanie (albo punkt
0g). Podobny pomyst pojawit sie w zadaniu 2 w serii 11-15 maja.

Mianowicie, zauwazmy, ze dla kazdego t € k para (z,y) = (t?,t) jest rozwiazaniem. Odwrotnie,
jesli (x,y) jest rozwiazaniem, to albo x = 0 i wtedy y = 0, albo = # 01 wtedy dla ¢ := y/z mamy
x = y*/2* = t? oraz y = x - y/x = t°. Zatem faktycznie kazde rozwiazanie réwnania y* = 27,
tacznie z (0,0), jest postaci (?,¢) dla t € k. Odwzorowanie k > t — (%, ¢*) nie jest jeszcze bi-
jekcja, ktorej szukamy, np. dlatego, ze element neutralny 0 przechodzi na ,wyrzucony” punkt
(0,0), a nie na 0. Rozwazmy zatem bijekcje ¢: k — E(k) \ {(0,0)} zadana przez

O jeslit =0

o(t) =
(t2,¢73)  jeslit # 0.

Pokazemy, ze prowadzi ona do izomorfizmu grup. WeZmy zatem ¢,, ¢, € k. Chcemy sprawdzi¢,
ze o(t1 +t2) = @(t1) + ¢(t2), czyli 0 = —p(t; + t2) + ©(t1) + @(t2), czyli, ze punkty

(o +1)2 =t +12)7%), (567°), (85°,6°)

Tesli (z1,y1) = (22,92) to powyzej trzeba liczy¢ 1 z krotnoscia dwa. To tez prowadzi do sprzecznosci.
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leza na jednej prostej. Réwnanie prostej przez punkty (t;%,¢;°) oraz (t,2,t,°) jest dane przez
(8" =1%) - (r = 87) = (" = 67) - (y = 17).
Pozostaje sprawdzié, ze

(t° = 17%) - (4 ) 2 = 17%) = (17 = 17%) - (= (h+ 1) = 17),

o czym Czytelnik moze upewnic sie samodzielnie.

(d) Charakterystyka dwa w tym podpunkcie stuzy tylko do zapisania z* — 2z = (2% — 1) =
z(x — 1)* = z(x + 1)°. Podstawienie = — = — 1 sprowadza nas do przypadku f(z) = 2*(z — 1).
Rozwazmy ogdlniej f(r) = z*(x — z;), gdzie 21 € k jest niezerowym elementem. Tylko tym
przypadkiem bedziemy sie dalej zajmowaé, w dowolnej charakterystyce. Mozemy skorzystaé
z zadania 2 w serii 11-15 maja.

Rozwazmy dowolna pare (z,y) € k? spelniajaca y* = f(z).JeSliz = 0, to y = 0 i ten punkt
,odrzucamy”. Jesli zas  # 0, to mozemy potozy¢ t = £ i wtedy ¢* = wz =z — a2, wiec z =
t*+xyorazy = x - £ = xt = t* + txy. Znalezienie parametryzac]l dajacej izomorfizm grup w tym
przypadku pozostawiamy Dociekliwemu Czytelnikowi.

(e) Jesli zg jest pierwiastkiem trzykrotnym f(z), to f(z) = (z —x¢)?, zatem zmiana wsp6irzednych
& — = + xo prowadzi do f(z) = z°. Jesli z, jest pierwiastkiem dwukrotnym ale nie trzykrotnym
f(z), to f(z) = (x — x9)*(x — z1) gdzie x1 # xo. Wtedy zmiana wspotrzednych = — x +
przeprowadza f na z%(z — z9), gdzie ¥y = 11 — 1o # 0 i znajdujemy sie w sytuagji z punktu (d).

Zadanie 3. Niech F bedzie krzywa eliptyczna zadana réwnaniem y? = f(x), gdzie f ma wsp6tczynniki
w ciele Z,. Zadajmy endomorfizm Frobeniusa dla ciata K D Z, jako F': K? — K2, F(z,y) = (2P, yP).

(a) Pokaz, ze F obcina sie do endomorfizmu zbioru {(z,y) € K? | y* = f(x)} C E(K). Uznajmy, ze
F(0g) = 0g.

(b) Pokaz, ze E(Z,) = ker(F — id) jako podzbiory E(Z,), gdzie po prawej stronie dodajemy endomor-
tizmy krzywej eliptycznej.

Rozwiazanie.
(a) Niech f(x) = 2 + ax + b, gdzie a,b € Z,. Skoro a,b leza w Z,, to a? = a oraz ¥ = b jako
elementy K. Zal6zmy, ze (z9,yo) € K? spelniaja y3 = f(z). Wtedy

(y0)? = (yo)F = (:1:’8 + axy + b)p = ((20)*)? + (azo)? + b = (28)® + axh + b, (1.1)

gdzie kluczowa réwnos¢ wynika z tego, ze K ma charakterystyke p, wiec dla dowolnych jego
elementow ki, ky € K zachodzi (ki + k)P = k} + k3. Z réwnania (1.1) wynika, ze (zf, y§) réwniez
spelniaja réwnanie y* = f(z), czego nalezato dowies¢.

(b) Ten podpunkt polega na rozwinieciu definicji. Mianowicie ker(F' — id) sklada sie z tych ele-
mentow (79, y0) € E(Z,) ktére spehiaja (F — id)(zo, yo) = O, czyli F(z0,v0) = (70, %0). Wreszcie,
mamy F(zg,y0) = (25, y})). Zatem ustalilismy, ze ker(F — id) C E(Z,) sktada sie dokladnie z tych
(z0,%0) € E(Z,), dla ktérych z} = z, oraz y = yp.

Z twierdzenia Bezout, w ciele K = Z rOwnanie z¥ = r ma co najwyzej p rozwiazan. Ponadto
dla kazdego elementu a € Z, C K zachodzi a” = a, czyli elementy 7Z, sa jego rozwiazaniami. To
pokazuje, ze element a € K spelnia a” = a wtedy i tylko wtedy, gdy a € Z,. To koriczy dowdd.
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