Teoria liczb
mix, 25-29 maja

Zadanie 1. Niech E bedzie krzywa eliptyczna zadana réwnaniem y? = 23 — Dz, gdzie D jest ustalona
liczba catkowita. Pokaz, ze E indukuje krzywa eliptyczna nad Z, wtedy i tylko wtedy, gdy p nie dzieli 2D.

Rozwigzanie.
Wiemy z wyktadu, ze réwnanie y* = z* — Dz potraktowane modulo p definiuje krzywa elip-
tyczna wtedy i tylko wtedy, gdy modulo p uktad

y? =23 — Dx
20y=20
0=232%>—-D

nie ma rozwiazan w algebraicznym domknieciu Z,. (Szczesliwie, w tym przypadku nie potrze-
bujemy wiedzie¢, czym jest to domkniecie.) Zal6zmy najpierw, ze p nie dzieli 2D i ze (z¢, yo) jest
rozwiazaniem. Wtedy z drugiego réwnania wynika y, = 0. Z pozostatych réwnan wynika wtedy
0 = 3(z3 —x9D) —20(323 — D) = 2Dxq. Zatem z, = 0. Z ostatniego réwnania wynika wtedy D = 0,
sprzecznosc.

Zalézmy teraz, ze p dzieli 2D. Jesli p dzieli 2, to p = 2, wiec (29, y0) = (D, 0) jest rozwiazaniem
bowiem D? = D (mod 2). Jesli zas p dzieli D, to (zq, ) = (0, 0) jest rozwiazaniem.

Zadanie 2 (krzywa eliptyczna z zespolonym mnozeniem). Pokaz, ze dla kazdej liczby pierwszej p = 1
(mod 4), krzywa eliptyczna zadana réwnaniem y? = z3 + z ma liczbe punktéw E(Z,) podzielna przez 4.
Wskazowka: znajdz symetrie.

Rozwigzanie.

Grupa Z; jest cykliczna rzedu p—1. Z zatozenia, 4 dzieli p—1, wiec w grupie tej istnieje element
rzedu 4, na przyklad g7, gdzie g jest generatorem (dowolnie wzietym). Oznaczmy ten element
jako i € Z,. Wtedy i* = —1 (mod p).

PrzejdZmy do rozwiazania zadania. Niech

S = {(ﬂfo,yo) € Zzza | vo E$g+9€0}-

Rozwazmy odwzorowanie liniowe a: Z]% — ZI% zadane przez (xo,yo) — (—=o, 1Y), gdzie i jest
zdefiniowane jak wyzej. Zauwazmy, ze o(a(zo, ¥0)) = (20, —Yo), Wiec czterokrotne ztozenie « jest
identycznoscia. Ponadto jesli y2 = 23 + zo (mod p), to rowniez

(iy0)* = =y = (=20)° + (=20)  (mod p).

Zatem «o(S) C S.

Dokonczenie rozwigzania korzysta z jezyka dzialar grup na zbiorze. Odwzorowanie « zadaje
dziatanie grupy C4y na S. Orbity tej grupy moga by¢ czteroelementowe, dwuelementowe lub jed-
noelementowe. Jesli element (¢, yo) ma orbite ztozona z mniej niz 4 elementéw, to jego stabiliza-

tor jest nietrywialna podgrupa Cj, wiec zawiera element o?. To znaczy, ze (2o, yo) = @*(20,Yo) =



(w0, 1%yo) = (w0, —yo), czyli yo = 0. Zatem sa trzy punkty, ktére maja orbite mniejsza niz czteroele-
mentowa: (0,0), (z,0), (—i,0). To pokazuje, ze zbiér S ma 4k + 3 elementéw, gdzie k jest liczba
orbit czteroelementowych. Doliczajac punkt 0z € E(Z,) \ S otrzymujemy liczbe 4k + 4 podzielna
przez 4.

Zadanie 3. Niech p > 2 bedzie liczba pierwsza.
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(a) Uzasadnij, ze FE zadana réwnaniem y? = 2° — z jest krzywa eliptyczna, gdy wsp6tczynniki zreduku-

jemy modulo p.
(b) Zal6zmy, ze E(Z,) ma b rozwiazani. Oblicz liczbe rozwiazan E(Z/p*) dla kazdego k. Wskazdwka:
rozwaz na poczatku konkretne p i k = 2 i zobacz, jak zmienia si¢ liczba rozwiqzan.

Rozwigzanie.

(a) Wynika to z zadania pierwszego dla D = 1.

(b) Pokazemy, ze liczba rozwiazan wynosi p" ! (b—1)+ 1. (Dziwaczne —1 i +1 wynikaja z dodatku
punktu w nieskoriczonosci.) Niech

S = {(9307340) € (Z/p")? | ys = x5 — 370}'

Twierdzimy zatem, ze |Si| = p*~!(b—1). Dla k = 1 wynika to z okreslenia b. Mamy odwzorowanie
Tt Skr1 — Sk pochodzace od Z/p*™! — Z/p*. Pokazemy, ze dla kazdego elementu (g, yo) € Sk,
zbibr w,;l((azo, Yo)) ma p elementéw. Przez indukcje, pokaze to, ze |Sy| = p*~1(b — 1) dla kazdego
k, czyli teze.

Doktadniej, pokazemy, ze jesli (zg,yo) € Sy oraz y; € Z/p**! jest takie, ze y; mod p* = y, to
istnieje dokltadnie jeden element z; € Z/p**! taki, ze ¥y mod p* = zy oraz (z1,91) € Sky1. Wezmy
zatem rozwiazanie (g, yo) € Sk, element y; € Z/p**! i dowolne liczby catkowite (2, y') takie, ze
xo =2 mod p* oraz y; =y mod p**i. Skoro (g, yo) € Sk oraz y/ mod pF =y, to

dla pewnego r € Z. Niech 2/ = 2" + ap*. Podstawiajac to do réwnania powyzej, otrzymujemy
()= ((2")’ =a") = (y')* = ((2')* = 2') = 3(2/)?ap® —ap" = p* (r = 3(2')?a —a)  (mod p*™). (1.1)

Zauwazmy, ze 3(z')* + 1 # 0 mod p, bowiem inaczej (z mod p,y" mod p) bytoby punktem os-
obliwym E, co przeczy (a). Zatem w sytuacji (1.1) réwnanie r — (3(2)* + 1)a = 0 (mod p) ma
jednoznaczne rozwiazanie a mod p. To znaczy, ze element 2" powyzej jest wyznaczony jednoz-

k+1

nacznie modulo p*™!, wiec mamy jednoznaczne rozwiazanie (z” mod p*™ y’ mod p*) € Siy4

takie, ze z” mod p* = x.



