Teoria liczb
rOwnania stopnia trzy, 18-22 maja

We wszystkich ponizszych zadaniach krzywa E jest zdefiniowana nad ciatlem k. Bez wiek-
szych probleméw mozesz zalozy¢, zek = Q lub k = Z,,.

Zadanie 1. Niech E bedzie krzywa eliptyczna zadana réwnaniem y* = 23 — z. Dla p = 3,5, 7 ustal liczbe
punktéw E(Z,), nie zapomnij o punkcie w nieskoriczonosci, oraz zbadaj, jaka jest grupa E(Zy). A co otrzy-
mujemy dla p = 2?

Rozwigzanie.
Niech p = 3. Kwadraty w Z3 to 0 mod 3, 1 mod 3. Z matego twierdzenia Fermata mamy
23 — 2 =0 mod 3. Zatem rozwiazania to {(0,0), (1,0), (2,0)}. Wobec tego

E(ZS) = {(07 0)7 (1a O)’ (27 0)} U {OE}

Z wykltadu wiemy;, ze 2(zy, 0) = 0 dla kazdego z(. Zatem kazdy niezerowy punkt grupy ma rzad
dwa (i grupa jest przemienna), co pokazuje, ze E(Zs3) jest izomorficzna z Zy x Zs.
Niech p = 5. Kwadraty w Z; to 0 mod 5,1 mod 5,4 mod 5. Obliczamy, ze

x 01 2 3 4

¥—2x mod5 0 0 1 4 0

Zatem E(Zs) = {(0,0), (1,0),(2,1),(2,4), (3,2), (3,3), (4,0),0g}. Jest to grupa 8-elementowa. Z wyktadu
wiemy, ze 2(0,0) = 0. Rozwazmy prosta y = 2x. Przeciecie EN(y = 2z) jest zadane wielomianem

(23 — ) — (22)* = z- (z —2)2. To pokazuije, ze (0,0) +£2(2,4) = 0. Zatem 2(2,4) = —(0,0) = (0, 0).
Podobnie, rozwazajac prosta y = x dowiadujemy sie, ze 2(3,3) = (0,0).

Powyzsze obliczenia wystarczaja, by stwierdzi¢, ze grupa jest abstrakcyjnie izomorficzna z grupa
Ly X Z,. Zaiste, wiemy, ze 4(2,4) = 2(0,0) = 0. Skoro (2,1) = —(2,4), to 4(2,1) = 0p. Analog-
icznie, 4(3,3) = 0p 1 4(3,2) = 0g. Wreszcie, 2(4,0) = 0g jak na wykladzie. Zatem kazdy element
p € E(Zs) spelnia 4p = 0. Ponadto (2, 4) nie spelnia 2(2,4) = 0. Z klasyfikacji skoriczonych grup
przemiennych, jedyna mozliwos¢ to Zy x Z.
Mozna tez wypisaé izomorfizm bezposrednio (aczkolwiek nie jest to wymagane!). Niech p =
(2,4). Wtedy 2p = (0,0), 3p = —p = (2,1), 4p = 0Op. Niech ¢ = (3,3). Wtedy 2(¢ + p) =
(0,0) + (0,0) = O, ale g +p # 2p = (0,0), wiec ¢ + p = (4,0). Wobec tego odwzorowanie
Zo % 7y zadane przez (a,b) — a(q + p) + bp jest dobrze okreslona surjekcja, zatem izomorfizmem.

WezZmy wreszcie p = 7. Obliczamy jak poprzednio kwadraty w Z7; to 0 mod 7,1 mod 5,4
mod 7,2 mod 7. Obliczamy, ze

x 01 23 45 6

»w—z mod5 0 0 6 3 4 1 0

Zatem E(Zs) = {(0,0),(1,0), (4,2),(4,5), (5,1),(5,6), (6,0),0g}. Jest to znowu grupa 8-elementowa.
Ma ona co najmniej (a nawet doktadnie, patrz zadanie 3) cztery elementy p takie, ze 2p = 0, a mi-
anowicie (0,0), (1,0), (6,0), 0. Rozwazajac prosta y = —2(x — 1) stwierdzamy, Zze przecina ona
E(Z7) w punkcie (1, 0) oraz dwukrotnie w punkcie (5, 6). Zatem 2(5,6) = —(1,0) # 0g. To pokazuje,
ze grupa E(Z7) nie jest izomorficzna z Zy x Zs X Z,, wiec z klasyfikacji grup skonczonych, jest
ona izomorficzna z Zy X Z,.



Zadanie 2. Zakladamy, ze charakterystyka ciala bazowego jest r6zna od 2, 3.
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(a) Sprawdz, ze réwnanie y* = 23 — 22 nie definiuje krzywej eliptycznej oraz, ze réownanie y* = 23 — 1

definiuje krzywa eliptyczna.
(b) Sprawdz ogolnie, ze gdy f(x) € k[z]<3 jest wielomianem stopnia trzy, to nastepujace warunki sa

roéwnowazne

(a) réwnanie y? = f(x) definiuje krzywa eliptyczna,

(b) wielomiany f, 0, f sa wzglednie pierwsze.

(c) x Pokaz, ze wielomian f(z) = 2% + ax + b ma pierwiastek wielokrotny wtedy i tylko wtedy, gdy f
i f nie sa wzglednie pierwsze, wtedy i tylko wtedy, gdy 4a® + 27b% = 0.

Rozwiazanie.
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(a) Punkt (0, 0) jest osobliwy w krzywej y* = x* — 22, zatem z definigji nie jest ona eliptyczna. Jesli

chodzi o krzywa y* = z*® — 1, to jej ewentualne punkty osobliwe sa rozwiazaniem uktadu réownan

yQZZES—l
3x2=0
2y=20

Na mocy zatozenia o charakterystyce, uktad ten redukuje sie do = = y = 0, y* = 2% — 1, zatem
do uktadu sprzecznego. To pokazuje, ze y* = x® — 1 jest nieosobliwa, a wiec definiuje krzywa
eliptyczna.

(b) Uklad réwnan z poprzedniego podpunktu wyglada nastepujaco

Sprowadza sie ondo y = 0, f(z) = 0, f'(x) = 0. Ten uktad ma rozwiazanie (w algebraicznym
domknieciu ciata) wtedy i tylko wtedy, gdy f(z), f'(x) nie sa wzglednie pierwsze. To dowodzi
rownowaznoéci z podpunktu.

(c) Dla dowolnego «, ze wzoru Taylora otrzymujemy f(z) = f(a)+ (z — @) f'(a) (mod (z — a)?).
Wobec tego « jest pierwiastkiem dwukrotnym f wtedy i tylko wtedy, gdy f(«) = 0 oraz (z —
a)f'(a) = 0, czyli gdy « jest wspSlnym pierwiastkiem f i f’. Pozostaje policzy¢, kiedy f i f' maja
nietrywialny wspoélny pierwiastek, czyli nietrywialny wspdlny dzielnik. Zat6zmy najpierw, ze
a # 0. Obliczamy

NWD (2* 4 az + b, 32® + a) = NWD (32" 4 3az + 3b, 3% + a) = NWD (2az + 3b, 32” + a)
= NWD(2ax + 3b, 6az® + 2a®) = NWD(2ax + 3b, —9bx + 2a*)
= NWD(2az + 3b, —18abx + 4a*) = NWD(2ax + 3b, 27b* + 4a®)

Z zalozenia 2a # 0, wiec ostatni najwiekszy wspdlny dzielnik jest nietrywialny dokladny gdy
4a® + 270* = 0.

Zadanie 3. Niech E bedzie krzywa eliptyczna o wspélczynnikach w ciele charakterystyki réznej od dwa.
Punkt p € E nazywamy 2-torsyjnym jesli 2p = 0.



(a) Pokaz, ze nieneutralny punkt p = (z, y) jest 2-torsyjny wtedy i tylko wtedy, gdy y = 0.
(b) Jakie sa mozliwe liczby punktéw 2-torsyjnych w E(k)?

Uwaga: dodawanie wykonujemy tu na E, tzn. 2p = p +g p oraz 0 jest elementem neutralnym w E.

Rozwigzanie.

(a) Jesli p = (¢, 0), to prosta x = x( przecina krzywa dwukrotnie w p i nie przecina jej w zadnym
innym punkcie, zatem 2p = 0. Jesli zas p = (zo,y0), gdzie yo # 0. Rozwazmy styczna do £
w punkcie p. Jesli styczna ta jest postaci v = =z, to prosta x = x( przecina IZ dwukrotnie w p
oraz dwukrotnie w —p, czyli tacznie czterokrotnie; sprzecznos¢, bo z wykladu wiemy, ze kazda
prosta przecina krzywa co najwyzej trzykrotnie, liczac z krotno$ciami. Zatem styczna jest postaci
y = ax+ (. Ale wtedy réwnanie E po obcieciu do stycznej jest nadal réwnaniem stopnia doktadnie
trzy. Ma ono pierwiastek co najmniej dwukrotny w p. Niech r bedzie punktem odpowiadajacym
trzeciemu pierwiastkowi (potencjalnie » moze by¢ réwne p, to nic nie zmienia). To pokazuje, ze
2p + r = O dla pewnego punktu r. Jedli 2p = 0, to r = 0, sprzecznosc!

(b) Liczba punktéw 2-torsyjnych to liczba rozwiazan uktadu £ N (y = 0) plus jeden (za punkt
neutralny), zatem jest ona réwna co najwyzej 3 + 1 = 4, a co najmniej 1. Jesli £ jest zadana
réwnaniem y* = f(z), to liczba punktéw to 1 + #{a € k| f(a) = 0}. Wielomian f moze mie¢
zero, jeden lub trzy pierwiastki w k. Zatem liczby punktéw 2-torsyjnych to 1, 2 lub 4.

Zadanie 4. Niech p bedzie liczba pierwsza taka, ze p = 2 (mod 3) i niech a € Z. Pokaz, ze jest doktadnie p

rozwiazan réwnania y* = z* + a w liczbach (z,y) € Z2.

Rozwigzanie.

Z zatozenia wynika, ze 3 nie dzieli rzedu grupy Z:, wiec odwzorowanie z — 2z jest bijekcja
nad Z,. Zatem dla dowolnego y istnieje doktadnie jeden element = € Z, taki, ze 2* = y* + a. To
pokazuje, ze jest p rozwiazan.



