Teoria liczb
zadanie domowe 2, na 27.04

Rozwiazanie zadania nalezy spisac i przysta¢, mozna papierowo lub elektronicznie. Zadanie
jest na zaliczenie: warto oddawac¢ rowniez czeSciowo rozwiazane zadanie. Rozwiazanie
moze (a czasem nawet powinno) korzysta¢ z zadan z ¢wiczen oraz z materiatu z wyktadu.
Dopuszczalne jest konsultowanie sie z kolegami, natomiast bardzo prosze oddawaé wylacznie

rozwiazania spisane przez siebie i zrozumiane przez siebie (niekoniecznie wymyslone przez
siebie).

Zadanie 1. Niech p bedzie nieparzysta liczba pierwsza. Jesli p = 3 (mod 4) to ktadziemy o = p, jesli
p=1 (mod 4) to definiujemy « := a + bi € Z]i], gdzie a,b € Z sa takie, ze p = a® + b*.

(a) Pokaz, ze ideal generowany przez o w Z[i] jest maksymalny. Pokaz, ze ciato Z[i]/(«) zawiera
ciatlo Z/(p).

(b) Niech N(«) oznacza liczbe elementéw ciata Z[i]/(«). Pokaz, ze N(«a) = pjeSlip = 1 (mod 4)
oraz N(a) = p?jesli p = 3 (mod 4). Wskazéwka: Z[i]/ () jest przestrzenia wektorowaq nad 7./ (p).

(c) Niech element 3 € Z[i] bedzie niepodzielny przez a. Pokaz, ze (V@) ~1)/4 = iJ (mod «), gdzie
j €10,1,2,3}, za$ i jest pierwiastkiem czwartego stopnia z jedynki.

(d) Pokaz, ze nastepujace warunki sa rtéwnowazne:

(@) fN(@-1/4 =1 (mod a),

(b) istnieje v € Z[i] taki, ze v* = 8 (mod «).

Wskazowka: grupa (Z[i]/(cv))* ma generator bo to grupa multiplikatywna ciata.



