
Algebra Przemienna
zadania na ćwiczenia, m.in. na 18.11

Zadanie 1
Niech A będzie dziedziną lokalną taką, że Spec(A) jest dwuelementowe. Pokaż, że dla każdego niezerowego
elementu f ∈ A pierścień Af jest ciałem.

Zadanie 2
Niech A będzie pierścieniem, zaś M , N modułami nad nim. Niech f : M → N będzie homomorfizmem
A-modułów.

(a) Pokaż, że M = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich m ∈ Specmax(A) zachodzi Mm = 0.

(b) Pokaż, że f jest injekcją wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich m ∈ Specmax(A) homomorfizm
fm : Mm → Nm jest injekcją.

(c) Pokaż, że f jest surjekcją wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich m ∈ Specmax(A) homomorfizm
fm : Mm → Nm jest surjekcją.

(d) Pokaż, że A jest zredukowany wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich m ∈ Specmax(A) pierścień
Am jest zredukowany.

Zadanie 3
Niech M będzie A-modułem, zaś I ⊂ A będzie ideałem takim, że IM = 0. Niech N będzie A-modułem.
Które z poniższych A-modułów są izomorficzne?

(a) M ⊗A N ,

(b) M ⊗A N/IN ,

(c) M ⊗A/I (N/IN).

Zadanie 4
Niech A będzie k algebrą, która jest skończenie wymiarowa jako przestrzeń liniowa nad k. Pokaż, że każdy
ideał pierwszy w A jest maksymalny.


