Algebra Przemienna
IX seria zadan (na srode 16.12)

Zadanie 1

Niech #i,...,2,_1, f € k[z1,...,2,] beda elementami takimi, ze k[z},...,z,_1, f] = k[z1,...,2,] jest
calkowitym homomorfizmem. Pokaz, ze elementy «},..., 2, _, f sa algebraicznie niezalezne tzn. nie ist-
nieje niezerowy wielomian P € Kkl[t1,...,t,] taki, ze P(a},...,z),_1,f) = 0. Wskazowka: przeanalizuj

wymiary Krulla.

Zadanie 2

Pokaz, ze kazdy ideal pierwszy p w k[x1,x2] jest albo maksymalny albo zerowy albo generowany przez
jeden wielomian nierozkladalny. Wskazéwka: ideal generowany przez niezerowy wielomian nierozktadalny
jest pierwszy. Jesli teza jest falszywa, skonstruuj laricuch w k[xy1,xs] dlugosci trzy.

Zadanie 3
Niech A = Clx, vy, 2]/ (zvy+22%, 2%y —2y®+2* —1). Znajdz d i algebraicznie niezalezne elementy fi,. .., f €
A takie, ze C[f1,... f4] C A jest skonczony.

Zadanie 4 HIPERPOWIERZCHNIE W k"

(a) Niech f € k[z1,...,2,] bedzie niestalym wielomianem. Pokaz, ze dimk[z1,...,z,]/(f) =n — 1.
Wskazowka: uzyj triku Nagaty by sprowadzi¢ wszystko do sytuacji, gdy [ jest unormowany wzgledem
Xp. Pokaz, Ze K[x1,...,xn_1] = K[z1,...,2,]/(f) jest calkowitym rozszerzeniem.

(b) Niech p C k[xy,...,z,] bedzie idealem pierwszym takim, ze dim(k[z1,...,z,]/p) = n — 1. Pokaz,
ze p jest generowany przez jeden element. Wskazowka: weZ nierozkladalny element f € p, skorzystaj

z (a).
(¢) Niech n = 2 i niech f1, fo beda niestalymi wielomianami. Podaj wszystkie mozliwe wartosci
dim(k[x1, 2]/ (f1, f2)). Kazdy przyklad sprébuj zilustrowaé rysunkiem w R2.
Zadanie 5
Niech I := (zz — y?, 23 — yz) C Clx,y, 2].
(a) Oblicz dim(Clz,y, 2]/I),
(b) Znajdz r i idealy pierwsze p1,...,p, C Clz,y, 2] takie, ze V(I) = Uj_, V(p;)-
Wskazowka: zgadnij je.
Zadanie 6 ZADANIE DODATKOWE
Niech i: k[t?, 3] — k[t] bedzie naturalnym wlozeniem.
Pokaz, ze k[t?, 3] ~ k[z, y]/(® — y?).
Pokaz, ze i jest homomorfizmem normalizacji k[t?, t3].

)
)

(c) Pokaz, ze i*: Spec(k[t]) — Spec(k[t?,t3]) jest bijekcja.

(d) Dla kazdego punktu p € Spec(k[t?,3]) opisz widkno x(p) ®xe2,¢3) K[t].
)

Pokaz, ze jedli j: A — B jest skonczonym homomorfizmem zredukowanych pierécieni noetherow-
skich takim, ze dla kazdego punktu p € Spec(B) homomorfizm k(p) — k(p)® 4 B jest izomorfizmem,
to j jest izomorfizmem.

(f) Dlaczego punkty (c) i (e) nie przecza sobie?



