Algebra Przemienna
VIII seria zadan (na $rode 9.12)

Niech A bedzie dziedzina z cialem utamkow K. Méwimy, ze A jest normalna jesli A jest rowna swojemu
catkowitemu domknieciu w K.

Zadanie 1

(a) Niech Z C C™ bedzie podzbiorem Zariskiego-domknietym. Pokaz, ze dla pewnego r istnieja wielomiany
fl, .. .,fr € (C[J?l,. .. ,J)n] takie, ze Z = V(f17~ . .,fT).

(b) Niech Z C R™ bedzie podzbiorem Zariskiego-domknietym, czyli innymi stowy obcieciem do R™ pewnego
zbioru Z C C™ powyzej. Pokaz, ze istnieje wielomian f € R[zy,...,z,] taki, ze Z = V(f).

Zadanie 2

Niech k bedzie ciatem i a,b € k. Niech A = k[z,y]/(y* — 2 — ax — b). Pokaz, ze homomorfizm klz] — A
jest skonczony i injektywny i wywnioskuj, ze A jest jednowymiarowa algebra. Algebre A nazywamy (czeScig
afiniczng) krzywej eliptyczne;.

Zadanie 3 B
Niech k bedzie cialem, a k jego algebraicznym domknieciem.

(a) Pokaz, ze k — k ® k jest calkowitym homomorfizmem pierécieni.
(b) Pokaz, ze kazdy ideal pierwszy w k @y k jest maksymalny.

(c) Pokaz, ze dla kazdego ideatu maksymalnego m C k ®j k oba wlozenia iy, is: k — (k®y k)/m zadane przez
i1(a) =a®1, iz(a) = 1 ® a sa izomorfizmami.

(d) [Zadanie dodatkowe] Pokaz, ze funkcja
Spec@ Ok §) - AUtk—algebr (k)

zadana przez m — iy ! o1y jest bijekcja. Wywnioskuj, ze jesli powyzsza grupa automorfizméw jest nieskon-
czona, to pierscien k ®i k nie jest Noetherowski ani Artinowski. Uwaga: tak jest np. dla k = Q.

Zadanie 4 2 PKT
Niech k bedzie ciatem. Pokaz, ze

(a) jesli mamy podpierscienie A C B C k takie, ze A C B jest calkowitym homomorfizmem, to catkowite
domkniecia pierscieni A i B w k sa réwne.

(b) dziedzina k[t] jest normalna (definicja normalno$ci — patrz nagtéwek),
(c) caltkowite domkniecie A = k[z,y]/(y* — 2%) w swoim ciele utamkéw jest izomorficzne z klt],
(d) calkowite domkniecie A = k[z,y]/(y? — 2% — 2%) w swoim ciele utamkéw jest izomorficzne z k|[t].

Wskazdwka: w podpunktach (c), (d) znajdz najpierw element t w ciele ulamkéw A, ktdry to element jest catkowity
nad A. PokaZz, Ze k[t] zawiera calkowite domkniecie A i wywnioskuj, Ze jest réwne.

Zadanie 5 ZADANIE DODATKOWE
Niech k bedzie cialem, niech A = kxkx...xk =[] ; kiniechz = (a,..., ) € A. Niech r = [{a, ..., }|.

(a) Pokaz, ze pod-k-algebra A generowana przez x jest k-przestrzenia liniowa rozpinana przez (o}, ab, ..., af)i>o.

(b) Pokaz, ze k[z] ~ [[;_, k. Wskazdwka: redukcja do r = n i wyznacznik Vandermonde.

Zadanie 6 ZADANIE DODATKOWE, TEORIA (GALOIS ALGEBRAICZNIE
Niech K C L bedzie rozszerzeniem cial i zalézmy, ze L jest d-wymiarowa przestrzenia liniowa nad K.

(a) Pokaz, ze | Spec(L ®k L)| < d. Powiemy, ze K C L jest rozszerzeniem Galois, jesli zachodzi réwnosé.
Ponizej zakladamy, ze K C L jest rozszerzeniem Galois. Wskazdwka: VI.3(b).

(b) Pokaz, ze L ®x L~ L X ... x L jako L-algebry. Wskazdwka: VI.3.

(¢) Niech « € L i niech f € KJx] bedzie jego wielomianem minimalnym. Pokaz, ze wielomian f w ciele L
rozklada sie na czynniki liniowe i nie ma pierwiastkéw wielokrotnych. Poprzednie zadanie dla L[1 ® z].



