Algebra Przemienna
VII seria zadan (na $rode 2.12)

Ponizej wszystkie okredlenia ,,domkniete” i ,otwarte” odnosza sie do topologii Zariskiego.

Zadanie 1

(a) Czy niepuste przeciecie nieprzywiedlnych domknigtych podzbioréw Zi, Zo C C™ jest zawsze nie-
przywiedlne?

(b) Czy istnieja dwa rézne nieprzywiedlne zbiory domknigte Z1, Zy C C™ ktérych przeciecia z R™ sg
rowne?

Zadanie 2
Niech A — B, B — C beda homomorfizmami pierscieni.

(a) Pokaz, ze jesli A — B i B — C sa skonczone, to A — C jest skoficzony.

(b) Pokaz, ze jeSli A — B i B — C sg calkowite, to A — C' jest calkowity. Wskazdwka: ostatni wniosek
z ostatniego wykladu.

Zadanie 3

Niech f: A — B bedzie skoficzonym homomorfizmem pierécieni. Pokaz, ze wiékna f*: Spec(B) —
Spec(A) sa skonczone. Wskazdwka: zadania VI.5, VI.6. Czy moze sie zdarzyé, ze pewne wldkno jest
puste? Czy moze si¢ zdarzy¢, ze pewne dwa widékna maja rézna liczbe punktow?

Zadanie 4
Niech k bedzie algebraicznie domknigtym ciatem. Niech Zy C k™, Zs C k™ beda zbiorami domknietymi,
za$ I(Zy) C K[z, ... ,x,) oraz I(Z2) C K[y1,- .., ym) odpowiadajacymi im idealami.

(a) Pokaz, ze
k[z1, ..., Zn, Y1, Ym] N k[zy,...,z,) ® kly1, -\ Ym)
(1(Z1) + (I1(Z2)) 1(Zy) ()

(b) Pokaze, ze obraz w k"™ spektrum maksymalnego powyzszej algebry jest réwny Z; X Za; w szcze-
gbélnosci Z1 X Zsy jest domkniety.
Wskazowka: zadanie V.4(c).

(c) Pokaz, ze I(Z1 x Zo) = \/(I(Z1)) + (I(Z2)).
Tutaj VX = {fe€eA]|Inf™e X} oznacza radykal idealu X. Z pewng dozg pracy mozna pokazad,
ze \/— mie jest konieczny, ale to wymaga 2byt wiele, by rozwigzaé to na tym marginesie.

Zadanie 5 ZADANIE DODATKOWE, ARTINOWSKIE TO NOETHEROWSKIE WYMIARU ZERO
Niech A bedzie pierécieniem Artinowskim i niech Nil(A) bedzie radykalem zera w A, czyli idealem zlo-
zonym 7z elementéw nilpotentnych. Niech Spec(A4) = {my, ..., m,}, patrz zadanie V.4(c).

(a) Pokaz, ze istnieje n takie, ze (Nil(A))™ = (Nil(A4))>".

(b) Pokaz, ze dla n powyzej mamy (Nil(A))™ = 0.
Wskazéwka: Wez najmniejszy element I rodziny ideatéw takich, ze I-Nil(A)™ # 0. Pokaz, ze I = (x)
i 2e I-Nil(A)™ = I. Wywnioskuj, e x = zy dla y € Nil(A)".

(c) Pokaz, ze my -my - ... - m? = 0. Wywnioskuj, ze istnieje skoticzony ciag idealéw
A=MyD M, DMy>D...D>My=0,
taki, ze dla kazdego i istnieje liczba s(i) taka, ze M;/M;,1 ~ A/my;) jako A-moduty.
(d) Wywnioskuj przez indukcje, ze A jest Noetherowskim A-modulem, zatem A jest Noetherowski.

(e) Pokaz w druga strone, ze jesli A jest pierscieniem Noetherowskim takim, ze kazdy ideal pierwszy
jest maksymalny, to A jest Artinowski.



